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SUR CERTAINES SOMMES DE SERIES

LIEES AUX PERIODES DE FORMES MODULAIRES
par Hewri COHEN (Grenoble)

I INTRCOUCTION

Je renvoie & L21, [3%1 et [4] pour la plupart des définitions

sur les fTormes modulaires.

[

Soit O un sous—groupe de congruence de S LQ{aJ, et soii
Sk(G) 1'espace des formes modulaires paraboligues de poids k sur G.
Sauf pour des groupes G particuliers, il n'est pas toujours facile
dtexhiber une base de SRKG). A ma connaissance il y a essentiellement

3 méthodes

- La méthode des séries théta. Avec un peu de chance on arrive

3 obtenir ainsi un systéme générateur de Si(G) {voir [ 13 et [53]).

»

- La formule de trace de SELBERG-EICHLER. Elle permet d'abtenir
une forme paraboligue somme des Tonctions propres normalisées des opéra-
teurs de HECKE, et 1l'application des opfrateurs de HECKE et des opérateurs

'z + dz permettent d'obtenir un systime générateur.

- Les séries de POINCARE. L'inconvénient de cette derniére
méthode est que les coefficients de Fourier font intervenir des fonctions

de BESSLL Jkﬂ1 qui ne sont pas aisément accessibles sur un calculateur

"

et qul ne possédent pas & priori de propriétés arithmétigues.

Le but de mon exposé est de faire de la propagande pour dlautres
formes parapoligues qul non seulement permettent de trouver une base

{ce n'est pas vralment leur intérét principal car la méthode utilisant la

fopmile de btrace de SELBVRG-EICHLER est certainement ia meilleurd ). mals




[T LES FOWNETIONS GkQ(T)
Pour simplifier nous nous placerons dans le cas G=5 LOCZ)
mais tout ce qui suit se généralise gans difficult? au cas d'un sous-—
groupe de cohgruence.

On pose pour 2 £ J £ k -

\ ] - 1 -1 =3 1 —{%—3 -3
Gyl = o ix-%)ﬂ Dy (e @ e w)
p29 - a b
(. gesn.(@)
PROPOSITLION 2. 1 -
La série définissant G, i converge normalement swry tout
'y

compact du demi plan de POINCARE et définit une forme modulaire parabo—

lique de poids K.

La démonstration de l'assertion de convergence est trés facile

pour 3 & j £ k-3 et un peu plus délicate pour j =2 et Kk -2 mals

quand méme sans difficulté. Le fait que Gk ; soit une forme parabolique
L]

se vérifie alors trivialement. On peut remarquer que

: ~J
_k..-
)( J) )

+

-3 _ Tk a T+ D
(e T+ 4 (e T+ b)Y =(cT+d) { T

Le fait le plus important & propos de ces fonctions est que
ce sont des noyaux pour les périodes. Plus précisément : 81 f est une
forme parabolique de poids k et si 1% i % k -1 on pose

Clest la 3°°° période de f. On a alors

PROPOSITION 2. 2 —

Pour 2 £ 4 g Kk -

».(f) = .t o< Fy G, .
J K 43 k“j

0% o, T - : et < , » est le prodult scalaive de PETERSSUN.




Por 3 = 1 et k -1 la série définissant Gk ; ne converge
]
plus absolument et 11 faut introduire des facteurs de convergence a la

Hecke pour avoir un analopue de la propositlon 2.2. Nous ne le ferons pas
1cl.
De cette proposition et du thEoréme d'iscmorphisme d'EISCHLER-

SHIMURA [2], [4] on peut déduire beaucoup de propriftés des G . .

1\.,.]

Par esxemple :

PROPOSITION 2.3 -

2 — KHI—J a —
1) Gk, k=3 + (—1) AGUJJ =0
i e
2) (T Gt 2 (kgf’_.l) G, , =0
Istgg=-1 ~ ° st Jelsk-] VT =
9 patr L pair
g i
3) >odhe v 2 e, =0
Ighgg-1 o Jsbsk=1 7 ?
¢ Tmpaty g TMaLY

on G (resp. G k—lj est L'unique forme modulaive pavabolique satis—
3 3

faisant La proposition 2.2 pour § = 1 (resp. k -1)

THECREME, 2.4 —

7

Les G ; avec 2 ¢ g <k -2 et J pair forment un systéeme
s
générateur de SR(G) dont lesz seules relations sownt 1) et 8). On a un

Znoncé analogue mais wn peu plus compliqué pour J  impair.

Je répdte ici que la proposition 2.3 et le Théoréme 2.4 se
généralisent facilement & un sous—groupe de congruence. Ceci fera d'aillewrs
2y wartie 1'objet d'un papler ultérieur. Le théoréme 2.4 montre donc gue

j pair forment non seulement un systdme générateur, mais aussi

les G .
k.3

gu'on peut facilement en extralre une base grice aux relations 1) et 21.




H. COHEH -4 -

IT1 COEFFICIENTS DE FOURIER DES Gy

? o0t

Le calcul des coerficlents de Fourier de Gk ; ne pose pas
3
de probléme particulier mals est assez long. De plus il y a plusieurs
facons, qui ont toubtes leur avantage, d'écrire le résultat. L'une des

fagons est la sulvante

Posons

On a alors

THEOREME 3.1 -

alm = =8 i T Lin [5,(5) + (=1)7 8, (k ~j)1

N
ol
S (i) = 1 (-2 i mgl ] P - (k—l—ﬁ) (-2 ¢ moy*d
N PN (g -1)J ! Iszfsj k—1—-7 (g =1} !
a.(mmnt st ¢ = J(2)
5 T J
L, . . Py
Tereit sz(ngn) st & E j(2}
- 2 _
avee a_(m, ) = E: dk “J cos _:;iglﬁ_(z -d d 1)
dir,dz1
(d,5)=1
g (my, n) = E: dk_dg SN —g_%LELJI —d dul)
J d|n, a1
(d,=)=1

oo d1 est défini par la congruence d at:a {mod —ng.

- -1 e
a7 egt défint modulo-—%— , dome dd - modulc n, done les définitions
de o et Bj ont blen wi gens.

Hoter que «.(m, n) et Bj(m, n) sont des nombres algébrigues.

it

. . N ~ - k .
Dans le cas particulier oi k 2 0 {mod 4) et ol J = = » la formule ci-

dessus se simplifie notablement. On a alors




H. COHEN -5~

COROLLAIRE 3.2 -

51 k20 (mod LY et 3 = —%— on a
a{m) = -8 1 7 [(*2 i m)(k_g)/ﬁ + i {2 7 m)(k_ﬁ)/g ki
{({k —2) /21 ((x -2)/2 1
1 T m
) J,_ A }oylm, n)l
k-1 n
nzl v n
Tm =7 2
oi v{m, n) = zz cos (2 aa ' -1)
d|n3d;1
r n
kﬁga)=1
avec comme précédemment d d—1 = 1 (mod n/d)
Noter que J est une fonction &lémentaire s'exprimant

k-1
2
mniquement & 1'side de sinus et cosinus. Le terme général de la série

~k /2+e
est O(n / ).

Ce rfsultat peut &tre comparé au développement de Fourier des

séries de POINCARE, Jk 1( Ty est alors remplacé par une fonction de
o

2
BESSEL J , et y{m, n) par une somme de KLOOSTERMANN. Il est tentant

k-1
de se demander si 1l'on ne pourrait pas obtenir une estimation de la

croissance de a(m), et pourquoi pas la conjecture de RAMANUJAN-PETERSSON

{maintenant théoréme de DELIGNE) en montrant cue

) 1 Jk_1(_jim—) y(m, n) = 0(n") pour tout € > O.
nzi ¥ Il T

REMARQUE 3.3 -~

A
. .. L . . ..
51 on &crit —g;-= EE Y il n'est pas difficile de
dﬁ,{'n - 2
g g
i
montrer que l'on a l'expression
ut ASZ.
vim, n) = T (2 cos ___E_—)
o lin L
R“ Fy




~r

4. COHESD - -

Ewemole 5.4 -

in prenant k = & dans le corollaire 3.2 on obtient une

. 2 e - . - . . .
expression Sgale au m coefficient de Fourier d'une forme paraboligus

de poids 4 dur 8 LEGZ) donc identiguement nulle. On en ddduit 1l'identité

. i
- s1n Y

{cos nA - ) ¥(m, n) = -
i T m

n

W el

n

Dans le cas d'un sous—groupe de congruence général, il existera
des formes paraboliques de poids L donc l'expression pour a{m), voisine
de celle donnfe ci-dessus ne sera pas obligatoirement identiquement nulle.
Tl serait done peut-3tre intlressant d'essayer de démontrer directement

sur la définition de y(m, n) gque

. mm

5 m sin ~——— .

m Z {cos n‘ - ) v(m, n) = 0(m
nzl T m

. - m
bien que l'on sache gu'en fait le membre de gauche vaut exactement -5

La mejoration triviale, obtenue en poupant la sommat:ion i n=m ne donne

1. f
. . R k/2+e .
que la majoration bien connue O(m™’ 7 done dans le cas gul nous

2+e
)

occupe ici  O{m . I1 faudrait pouvoir bien prendre en compte les

oscillations dues aux cosinus, sinus et y(m, n).
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