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c�¾J¿�À�ÁµÂÄÃÅ�¿¢¿�Á;¾JÆªÁvÃ{Ç�Å;È�¿�À�ÁµÉyÁ/ÊËÌÁ;¿�Ç�ÆJÊÍEËaÊ�Î�Ï�Â ÐjÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å?ÊyÍnÑ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎJo9Ð Á/ËaÃy¾�¾

Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å\À	Ã/ÓªÁnÅ�Á;Á;¾ÌÃy¾GÐ ¾	Ò2Ç�Á/ÃÅ�ÐÄ¾�ÉhÐÄ¾ª¿�Á;Ç�ÁvÅ�¿!Ãy¾	ÎSÔ$¾�ÊvÕ9¾�Å�ÊËaÁnÅ�¿�Ç�Ð Ô¨Ð ¾�ÉhÑ�Ç�ÊÉÇ�Á/Å�ÅnÖ�×{Ø{Ù�Ð ¾
Ò2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Ð Ê¾�Õ9Ð¥¿�ÀaÑ�À$Æ�Å�ÐÄÒyÚ Å\¿�À�Á;ÊÇ�ÐÄÁ/Å�Ö ×{Û{Ù*ÜOptÀ�ÐÄÅ!ÃyÂÄÅ�Ê?Ò;Ê¾�Ò2Á/Ç�¾�ÅqÅ�ÊËaÁnÉÁ/¾�Á;Ç�ÃyÂÄÐ Ý/Ã{¿�ÐÄÊ¾�ÅqÊÍ
ËÌÊ�Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅMÊÍ�Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎSÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å;È{Â Ð ÔÁEËaÊ�Î�Ï�Â Ð¨Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å\ÊÍ�Å�¿�ÃyÞ�Â ÁEËµÃyÑ�Å/È{ÊÇ\ËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÐ
Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅSÊÍ�o9Ð Á/ËaÃy¾�¾ßÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅSÕ9Ð¥¿�ÀßÅ�Ñ�Ð ¾kÖ ×àvÙ?Ö ávàvÙ*Ümc*¾â¿�À�ÐÄÅGÑ	ÃyÑ,Á;Ç/ÈOÕnÁZã�Ç�Å�¿�Â ÆäÅ�À�ÊvÕ
¿�À	Ã{¿?¿�À�Áa¿�ÊÑ�ÊyÂÄÊÉyÐ�Ò;ÃyÂ�Í�Ç�ÃyËaÁ2ÕnÊÇ�ÔdÕ9À�ÐÄÒ�ÀåÀ	Ã/ÓªÁµÃyÂ Â ÊvÕtÁ/ÎåbäÜ�æhÊ¾$¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�Àç¿�ÊdÒ2ÊËÌÑ�Ï�¿�Á
Ð ¾UÃÌÒ;ÊËGÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�Ð�Ã{Â�ÕtÃ/Æ£Å�ÊËaÁGeEÀ�Á;Ç�¾UÒ2ÂÄÃÅ�Å�Á/ÅtÊ¾ Mg,n è Ã�ÔÁ;ÆZÑ,ÊÐ ¾$¿�ÊÍMÀ�ÐÄÅ�Ñ�Ç�Ê¨ÊÍMÊÍéêÐ¥¿�¿�Á;¾�Ú ÅnÒ;Ê¾{ë�Á/Ò'¿�Ï�Ç�ÁÌÖ�×{Û{Ù�ì!Á2í¨¿�Á;¾	Î�Åj¿�ÊG¿�À�Á�Å�Á2¿�¿�ÐÄ¾�ÉÌÊÍ�fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;È�Ãy¾	ÎZÅ�Á/Ò2Ê¾	Î�Â Æ
ÕnÁUÅ�ÔÁ2¿�Ò�ÀîÃy¾ïÃy¾	ÃyÂ ÊÉyÆßÞ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾ïfhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝdÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅaÊyÍ?Ò'Æ�Ò2Â ÐÄÒdÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅµÃy¾	ÎßËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÐ
Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ�ÊÍ�o9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾ZÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á/Å!Õ9Ð ¿�À£Å�Ñ�ÐÄ¾�Üqc�¾ZÃ¢ÍðÊÇ�¿�À�Ò;ÊyËaÐ ¾�É¢ÕtÊyÇ�Ô,È$ÊÏ�ÇjÇ�Á/Å�Ï�Â¥¿�ÅjÕ9Ð Â Â,Þ�Á
Ï�Å�ÁvÎZ¿�ÊµÅ�¿�Ï�Î�Æñ¿�À�Á¢Ò;ÊÀ�ÊËaÊÂ ÊÉyÆ£ÊÍ\fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝSÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅtÍ�ÊÇ9Ò'Æ�Ò2Â ÐÄÒSÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;Ü
fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝñÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅSÞ�ÃÅ�Ð�Ò;ÃyÂ Â¥ÆäÒ;Êy¾	Å�ÐÄÅ�¿�ÐÄ¾äÁ/ò$Ï�Ð ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2ÁZÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅSÊÍtÇ�ÃyËaÐ ã�ÁvÎäÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ

Þ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾ó¿*ÕnÊUÒ2ÊËaÑ�ÃÒ'¿¢o9Ð Á;ËµÃy¾�¾çÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å;È�Õ9À�Á/Ç�Á
(p1 : S1 → T1)

ÐÄÅ�ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾ª¿?¿�Ê
(p2 : S2 → T2)

ÐÄÍM¿�À�Á/Ç�Á?Á2í�ÐÄÅ�¿�Åt¿*ÕtÊÌÞ�Ð À�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ
f : S1 → S2

Ãy¾�Î
h : T1 → T2Å�Ï�Ò�Àµ¿�À�Ã{¿

p2 ◦ f = h ◦ p1
ÜOéåÁ�ÊÍ�¿�Á;¾£Î�Á/¾�Êy¿�Á�Þ$Æ

g
¿�À�Á�ÉÁ;¾¨Ï	ÅjÊÍ�¿�À�Á�¿�Êy¿�ÃyÂ�Å�Ñ�ÃÒ2ÁªÈ¨Ãy¾�Î

ÞªÆ
g′
¿�À�Á�ÉÁ;¾¨Ï�ÅEÊÍ�¿�À�ÁhÞ	ÃÅ�ÁÜ!ptÀ�Á2ÆñÃyÇ�Á�Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Á/ÎZÞ$Æa¿�À�Á�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾¨ô$fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Í�ÊÇ�ËGÏ�Â�Ã�õ

2g − 2 = d(2g′ − 2) +B
È�Õ9À�Á/Ç�Á

d
ÐÄÅt¿�À�ÁSÎ�Á/ÉÇ�Á;Á?ÊÍM¿�À�ÁSÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�È�Ãy¾�Î

B
È�¿�À�Á�¿�Êy¿�ÃyÂ
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Þ�Ç�Ãy¾	Ò�À�Ð ¾�Éñ¾¨Ï�ËGÞ�Á;Ç/ÜtéåÁSÊ¾�Â ÆdÒ2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;Ç�Ò;ÃÅ�Á/Å

d > 1
Ãy¾	Î

B > 0
Ü�iMÁ2¿hÏ	Å�Î�Á/¾�Êy¿�ÁSÞ$Æ

H(g, g′, d)
¿�À�Á?Å�Á2¿9ÊÍ\Å�Ï	Ò�À<Á/ò$Ï�Ð ÓyÃ{ÂÄÁ;¾�Ò;Á?Ò2Â�ÃÅ�Å�Á/ÅtÕ9Ð¥¿�À<ã�í�Á/Î

g, g′
Ãy¾	Î

d
È�Ã{¾	Î£Ò/Ã{ÂÄÂ�Ð¥¿9Ã

f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝSÅ�Ñ�ÃÒ2ÁªÜ!ptÀ�Á;Ç�Á¢ÃyÇ�Á?¿*ÕtÊÌÕtÃ/Æ�Ån¿�ÊñÅ�¿�Ï	Î�ÆZÐ¥¿vÜ
ptÀ�ÁGã�Ç�Å�¿hÊ¾�Á�ÐÄÅ9¿�ÊñÕnÊÇ�Ô<Õ9Ð¥¿�Àm¿�À�Ð�ÅhÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾�Ò2Á�Ç�Á;Â�Ã�¿�Ð Ê¾MÜ�ptÀ�ÐÄÅhÐ�Å9¿�À�ÁÌÃyÑ�Ñ�Ç�ÊªÃÒ�À

ÊÍOé Ü��Ü	f�ÃyÇ�ÓªÁ2ÆåÖ áyá2ÙnÖ á��vÙ�È,Ãy¾	Î��GÜ	æ?Ï�Ç�Ð Þ	Ã/Æ$ÃÅ�À�ÐEÖ�××vÙMÐÄ¾U¿�À�ÁGÅ�Á;¿�¿�Ð ¾�ÉZÊÍ!p\Á;ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;Ç
¿�À�Á;ÊÇ�ÆªÜ
ptÀ�ÁÌÅ�Á/Ò2Ê¾�ÎóÊ¾�ÁÌÐÄÅ?Ò;Êy¾�ã�ÉÏ�Ç�Ã{¿�Ð¥ÓªÁ è Ê¾�Â ÆmÞ�Ç�Ãy¾�Ò�ÀJÑ,ÊÐ ¾$¿�Å?ÃyÇ�ÁÌÃyÂ ÂÄÊvÕnÁ/Îó¿�Ê<ËÌÊvÓªÁÌÊ¾¿�À�Á?Þ�ÃÅ�Á{ì�Ü�ptÀ�ÐÄÅ�ÐÄÅt¿�À�ÁSÃyÑ�Ñ�Ç�ÊªÃÒ�À<ÊÍMé7Ü��	Ï�Â¥¿�Ê¾äÖ �{Ù\Ãy¾�Î<bäÜ���Ç�ÐÄÁ/ÎçÖ �{Ù*Ü
c�¾äÞ�Êy¿�ÀâÒ;ÃÅ�Á/Å/ÈOÐ¥¿�ÐÄÅG¾�Á/Ò;Á/Å�Å�ÃyÇ�Æç¿�Êmã�íçËÌÊÇ�ÁZÃÒ;Ò;Ï�Ç�Ã{¿�ÁµÐ ¾$ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿�ÅSÐ ¾âÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2Á

Ò2ÂÄÃÅ�Å�Á/ÅjÊÍ�Ò;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;È$Å�Ï	Ò�ÀñÃÅ�¾¨Ï�ËGÞ,Á;ÇjÊÍ�Þ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀµÑ,ÊÐ ¾$¿�Å;ÈªËGÏ�Â¥¿�ÐÄÑ�Â Ð�Ò2Ð¥¿�Ð Á/Å;È�ËaÊy¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆ
ÉÇ�ÊÏ�ÑMÜ c*¿UÐ�Å<Ð ¾kÍ�ÃÒ'¿<¿�À�Áç¾�Êy¿�Ð Ê¾kÊyÍGÇ�ÃyËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾ Î�Ã{¿�Ã è ÃâÕtÃ/Æî¿�Ê Á;¾	Ò2Ê�Î�ÁJÕ9À	Ã�¿ÃÒ'¿�Ï	ÃyÂ Â¥ÆJÀ	Ã{Ñ�Ñ,Á/¾�Å�Ð ¾äÃ£¾�Á;Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê$Ê�ÎóÊÍnÃ£Ç�ÃyËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾åÑ,ÊÐ ¾$¿2ì9Õ9À�ÐÄÒ�ÀåÃyÂ Â ÊvÕ�Å?Ï	Å?Ã
Ò2ÊËGÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�Ð�ÃyÂMÅ�¿�Ï	Î�ÆZÊÍOf�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý¢Å�Ñ�ÃÒ2Á/Å/È�Ï�Å�Ð ¾�ÉµÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ�ÊÍ\Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å;Ü
éåÁ�Å�À�ÊvÕ ¿�À	Ã{¿9¿�À�ÁGÉÇ�ÃyÑ�À�ÐÄÒ;ÃyÂ\Î�Á/Å�Ò;Ç�Ð Ñ�¿�Ð Ê¾mÊÍ!Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎUo9Ð Á/ËaÃy¾�¾óÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á/Å�Õ9Ð¥¿�À

Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�Å�Ãy¾�ÎUÂÄÁ;¾�Éy¿�À�Å�ÊÍ!Á/Î�ÉÁ/Å;È	Á;í$¿�Á;¾	Î<¿�ÊZÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒSËaÃyÑ	Å�Þ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾mÒ2ÊËaÑ	ÃÒ'¿
o9Ð Á;ËµÃy¾�¾ Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å;Ü��jÏ�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÅÌÒ2ÊËÌÁUÃÅÌÇ�ÃyËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾ Ñ�ÊÐ ¾$¿�ÅaÃy¾�ÎßÞ�Ç�Ãy¾�Ò�ÀßÑ,ÊÐ ¾$¿�Å/Ü
eEÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅnÊÍMÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	ÅnÃyÇ�Á��2¿�ÃyÂ Á?Ê¾Z¿�À�Á?Ï�¾	Î�Á;Ç�Â¥Æ�Ð ¾�É�ÉÇ�ÃyÑ�À�Å;È¨¿�À�Á?Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾UÒ;Ãy¾
Þ,ÁñÇ�Á/ÃÎåÊ¾äÍ�ÃÒ2Á/Å;ÜUéåÁñÉÐ¥ÓªÁZÎ�Á;¿�ÃyÐ ÂÄÅ�Êy¾ä¿�À�ÁZÒ2ÊËGÞ�Ð ¾�Ã{¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂEËaÊ�Î�Á;ÂEÊÍtæhÊ¾$¿�Å�Á;Ó¨Ð�Ò�À�Ú Å
Ò2ÊËÌÑ	ÃÒ'¿�Ð ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾çÊÍEËaÊ�Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;È\Ã{¾	ÎJÒ2ÊËaÑ�ÃÒ2¿�Ð ÍðÆófhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝµÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å?Ð ¾åÃ<Å�Ð ËaÐ Â�ÃyÇ
ÕtÃ/ÆªÜ
i\Á2¿ H(g, g′, G,K,R)

Þ,Á¢¿�À�Á�Å�Ï�Þ	Å�Á2¿hÊÍ H(g, g′, d)
Õ9À�Á;Ç�Á¢ÕnÁSÀ	Ã/ÓªÁSã�í�Á/ÎdÃµËaÊ¾��

Ê¨Î�Ç�ÊËSÆUÊÍ!¿*Æ�Ñ,Á
(G,K,R)

È�Í�ÊÇ�Ãñã�í�Á/Îmã�¾�Ð¥¿�ÁGÉÇ�ÊÏ�Ñ
G
È�Å�ÊËÌÁ�Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾çÎ�Ã{¿�Ã

RÊÍOÎ�Á;ÉÇ�Á;Á
b
È�Ãy¾�Î<ÃaÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ

K
ÊÍ\Ð ¾	Î�Á;í

d
Å�Ï	Ò�À<¿�À�Ã{¿ ⋂

t∈G t
−1Kt = {eG}

Ü
ptÀ�Á;¾MÈqÊÏ�Ç�ËµÃyÐ ¾ßÇ�Á/Å�Ï�Â¥¿ÌÐÄÅÌÃmÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂ Ð Ý/Ã{¿�Ð Ê¾ ÊÍt¿�À�ÁZf�ÃyÇ�Á;Ç�ô$æhÊ¾ª¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�Àä¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë

è ¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë Ð ¾dÃyÑ�Ñ,Á;¾	Î�Ð í£lîÊÍtÖ�×�Ø{Ù�ì'õ
 �!#"�$#%&"�')(+*,(+*.-&/+0�120�0436587�9;:=<4>6?A@�5,BC:D9E>61�5F:DGIH�JK1�LM5
9ONP7EQ�:R<40 Hcomb

g,g′ (G,K,R) S :74J�5,9E:R@TGU0V<4>6?WQ�:R<T9
5 XY<4:D9,5F>6B H′(g, g′, G,K,R)
>�Z H(g, g′,K,G,R)

:6BC[\:6B]/+>6?P04>D^
?A>61EQ/_5O7�?

Hcomb
g,g′ (G,K,R)→ H′(g, g′, G,K,R)× P(Rb

>0)

G`04:R[65,BKa�9E>;:;<40TGOGbJ�G`:61c[R02<4>6?dQ�>�7�5,9
5F>6Be>�Z H′(g, g′, G,K,R)×P(Rb
>0) S

<2>6?dQ�:D9
5f@TGU0YLg5,9,/
5,9,7h>61i@�5 ZT>DG`[j7�9
1�J�<T9
J�1�0lk

m Ñ	ÃÒ2Á/Å H(g, g′, G,K,R)
ÃyÇ�Ð�Å�ÁmÃÅµã�¾�Ð ¿�Áóò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�ÅñÊÍ�fhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝóÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å Hh(G,R)

È
ËaÃÎ�ÁñÊÍ�ÉÁ;¾¨Ï	Å

h
Ò;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿�o�Ð Á;ËµÃy¾�¾ Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅSÕ9Ð¥¿�ÀßÃy¾âÀ�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒZÃÒ'¿�Ð Ê¾âÊÍ

GÊÍnÇ�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾âÎ�Ã{¿�Ã
R
ÈqÎ�Á/ã�¾�Á/ÎçÏ�Ñç¿�Ê

G
��ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿GÞ�Ð À�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ	� Å�Ñ	ÃÒ2Á

Hh(G,R)
ÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂ Â ÆmÅ�Ñ�Â Ð¥¿�Å�Ï�ÑóÐ ¾$¿�Ê£ËµÃy¾ªÆóÒ2Ê¾�¾�Á/Ò2¿�Á/ÎóÒ;ÊyËaÑ�Êy¾�Á;¾$¿�Å;È�Á/ÃÒ�ÀJÊ¾�Á�Þ,Á;ÐÄ¾�É

¿�À�Á¢ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿9ÊÍOÃap\Á;ÐÄÒ�À�Ë���Â Â Á;ÇhÅ�Ñ	ÃÒ2ÁÜ
��Â Â�¿�À�ÁvÅ�Á?fhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�Ý¢Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å�ÃyÇ�Á?Ò;Â ÊªÅ�Á;Â¥Æ£Ç�Á/ÂÄÃ{¿�ÁvÎZ¿�ÊÌËaÊ�Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;ÜM�!Ð Ç�Å�¿�Â¥ÆªÈ�Í�ÊÇ�ÉÁ2¿��

¿�Ð ¾�ÉóÉÇ�ÊÏ�ÑâÃÒ'¿�Ð Ê¾�Å;ÈqÕtÁñÀ	Ã/ÓªÁZÃmËaÃyÑâÍ�Ç�ÊË Hh(G,R)
Ð ¾$¿�Ê Mh

Ü m Á;ÁóÖ áá2Ù?Ö¥á��vÙnÍ�ÊÇ
¿�À�ÐÄÅSÓ�Ð Á2Õ9Ñ�ÊyÐÄ¾ª¿vÜ m Á/Ò2Ê¾	Î�Â ÆªÈ Hh(G,R)

Ñ�Ç�Êyë�ÁvÒ'¿�ÅGÊ¾ª¿�ÊmËaÊ�Î�Ï�Â ÐnÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅGÊÍ�Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�ÁvÎ
o9Ð Á;ËµÃy¾�¾mÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁvÅ è ËµÃ{ÑmÃÌo�Ð Á;ËµÃy¾�¾mÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?Õ9Ð¥¿�ÀdÉÇ�ÊÏ�ÑdÃÒ'¿�ÐÄÊ¾UÊ¾$¿�Êa¿�À�ÁSò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿o9Ð Á;ËµÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á�Õ9Ð¥¿�ÀUÐ¥¿�Å9Å�Á2¿9ÊÍOÞ�Ç�Ãy¾�Ò�À<Ñ�ÊÐ ¾$¿�Å9ÃÅtÑ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å�ì'Ü
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m Ð ¾	Ò2Á£fhÃyÇ�Á/Ç�ô$æ�Ê¾$¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�ÀMÚ ÅS¿�À�Á/ÊyÇ�Á;Ë ÐÄÅ�Ï	Å�Á;Í�Ï�ÂnÐ ¾ßÁ2í�Ñ�Â ÐÄÒ2Ð ¿µÒ/Ã{Â�Ò2Ï�Â�Ã�¿�Ð Ê¾	Å�ÊÍ�Ò2ÊÀ�Ê6�
ËÌÊÂ ÊÉÐÄÒ/ÃyÂ�Ð ¾$ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿�ÅtÊÍMËaÊ�Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å¢Ö �{ÙjÖ ×{Ø{Ù*È¨ÕnÁ?À�ÊÑ�Áh¿�À	Ã{¿�ptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë áÜÄá?Ò/Ã{¾<Þ�Á
Ï�Å�Á/ÍðÏ�Â\Ð ¾m¿�À�ÐÄÅhÎ�Ð Ç�ÁvÒ'¿�Ð Ê¾MÈ�ÍðÊÇ�Á;í�ÃyËaÑ�ÂÄÁGÐ ¾$¿�Á;ÉÇ�Ã{¿�ÐÄ¾�É£Ò;ÊyÀ�ÊËaÊÂ ÊÉyÆdÒ2ÂÄÃÅ�Å�Á/ÅhÊ¾mfhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�Ý
Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;Üh��Ò'¿�Ï�ÃyÂ Â ÆªÈ�¿�À�Ð�Å�ÐÄÅSÃyÂ Ç�Á/ÃÎ�Æd¿�À�ÁaÒ;ÃÅ�ÁaÍ�ÊÇ�Ñ�Ï�Â ÂÄÞ�ÃÒ�ÔmÊÍnÒ2ÂÄÃÅ�Å�Á/Å¢Î�Á;ã�¾�Á/ÎóÊ¾ó¿�À�Á
ËÌÊ�Î�Ï�Â ÐMÅ�Ñ	ÃÒ2Á¢ÊyÍOÑ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/Î£o9ÐÄÁ;ËaÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁvÅ;Ü
ptÀ�Á�ã�Ç�Å�¿nËaÊy¿�Ð¥ÓÃ�¿�Ð Ê¾£Ð�ÅEÐ ¾ZÍ�ÃÒ'¿tÃ�Ò2Ê¾{ë�Á/Ò'¿�Ï�Ç�Á�ÊÍ�g�Üªé Ð¥¿�¿�Á;¾çÖ�×àvÙ,Õ9À�ÐÄÒ�À£Î�ÁvÃyÂÄÅjÕ9Ð¥¿�À

Ð ¾$¿�Á;Ç�Å�Á/Ò'¿�Ð Ê¾å¾¨Ï�ËGÞ,Á;Ç�ÅSÎ�Á;ã�¾�Á/ÎJÊ¾çËaÊ�Î�Ï�Â ÐjÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å¢ÊÍnÑ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Îóo�Ð Á;ËµÃy¾�¾âÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å
Õ9Ð¥¿�ÀGÅ�Ñ�ÐÄ¾�È�Ò2ÂÄÊªÅ�Á;Â¥Æ¢Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Á/Î�¿�Ê�f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝjÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å�ÊyÍ���ÃyÂÄÊyÐ�ÅMÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ�Õ9Ð¥¿�ÀSÒ'Æ�Ò2Â Ð�Ò!ÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å;Ü
m Á/Ò'¿�Ð Ê¾å×aÐ�Å�Î�Á2ÓªÊy¿�ÁvÎd¿�ÊZfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝÌÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;Ü�c*¿¢Ò2Ê¾ª¿�ÃyÐ ¾	Å�ÃZÒ;ÊyËaÑ�Â Á2¿�ÁG¿�Ç�Á/Ã{¿�ËaÁ;¾ª¿?ÊÍ

f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝñÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å¢Í�ÊÇ¢¾�Ê¾���ÃyÂ ÊÐÄÅSÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;ÜZc�¾ m Á/Ò'¿�Ð Ê¾���ÈMÕnÁZÅ�À�ÊvÕ À�ÊvÕ ¿�ÊdÃÎ�ÃyÑ�¿
m ¿�Ç�Á;Þ,Á/Â)Ú Åj¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë ¿�ÊÌÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅtÃy¾	Îµ¿�ÊÌÅ�¿�ÃyÞ�ÂÄÁ�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾UÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁvÅ;Ü m Á/Ò'¿�Ð Ê¾���ÐÄÅnã�Ç�Å�¿
ÃµÇ�Á;Ó¨Ð Á;Õ Ê¾mÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À	Å���¿�À�Á;¾mÕnÁGÉÐ¥ÓªÁS¿�À�ÁGÉÇ�ÃyÑ�À�ÐÄÒ;ÃyÂOÒ2Ê¾	Å�¿�Ç�Ï�Ò'¿�Ð Ê¾óÊÍqÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ
ËaÃyÑ	Å\Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾ÌÒ2ÊËaÑ�ÃÒ'¿!o9Ð Á;ËµÃy¾�¾ÌÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å\¿�ÊhÊÞ�¿�ÃyÐ ¾G¿�À�ÁnËµÃyÐ ¾G¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë Ð ¾G¿�À�Án¾�Ê¾��
Ò2ÊËÌÑ	ÃÒ'¿�Ð ã�ÁvÎJÅ�Á;¿�¿�Ð ¾�É è ptÀ�Á/ÊÇ�Á;Ë���Ü �$ì'ÜSc�¾ m Á/Ò'¿�Ð Ê¾ �¨È�ÕtÁÌÑ�Ç�ÊvÓÁ�¿�À�ÁaÒ;Ê¾ª¿�Ð ¾¨Ï�Ð ¿*ÆJÃy¾�Î
Î�Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ,Áñ¿�À�ÁZÒ2Á/Â Â Ï�ÂÄÃyÇÌÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾ßÊÍ�Î�Á/Ò2ÊÇ�Ã{¿�Á/ÎåfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý£Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;ÜmptÀ�ÁZÒ2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ
Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾aÐÄÅjÒ2ÊËÌÑ	Ã{¿�ÐÄÞ�Â Á�Õ9Ð¥¿�ÀÌ¿�À�Á�ÊÇ�Þ�Ð Í�ÊyÂ�ÎaÅ�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ï�Ç�ÁÜqptÀ�Á9Ò2Ê¾$¿�Ð ¾¨Ï�Ð¥¿�ÆÌÐ ¾$ÓÊÂ ÓÁvÅ
Ãµ¾�Ê¾U¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂOÒ;Ê¾�Å�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ð Ê¾óÊyÍ�ò$Ï	ÃyÅ�ÐÄÒ2Ê¾�Í�ÊÇ�ËµÃyÂMÀ�ÊËÌÁ/ÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËaÅ/Üc�hÅ�Ò;Ê¾�Å�Á/ò$Ï�Á;¾	Ò2Á
ÊÍ�¿�À�Á�Ò2Á/Â Â Ï�ÂÄÃyÇjÎ�Á/Ò;ÊyËaÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾�ÈyÕnÁtÊÞ�¿�ÃyÐ ¾aÃ?Ò2ÊËGÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�Ð�Ã{Â�Ò�À�ÃyÇ�ÃÒ'¿�Á;Ç�ÐÄÝ/Ã{¿�Ð Ê¾aÊyÍ	¿�À�Á;Ð Ç
Ò2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/Î Ò;ÊyËaÑ�Ê¾�Á;¾$¿�Å;Ü c�¾ m Á/Ò'¿�Ð Ê¾ ÛâÕnÁåÅ�À�ÊvÕ À�ÊvÕB¿�Ê Á2í¨¿�Á;¾�Îê¿�À�ÁåÅ�Á2¿�¿�ÐÄ¾�É ¿�Ê
Å�Ï�Ð ¿�ÃyÞ�Â Á¢Ò2ÊËaÑ�ÃÒ'¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�ÐÄÊy¾	Å;È�Ãy¾	ÎZã�¾�ÐÄÅ�À£¿�À�Á?Ñ�Ç�Ê¨ÊÍMÊÍOptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë áÜÄáÜOéåÁ¢Ò2Ê¾	Ò2Â Ï	Î�Á?Ð ¾
¿�À�ÁtÂÄÃÅ�¿EÅ�ÁvÒ'¿�ÐÄÊy¾µÞ$ÆG¿�À�Á9Ã{¾	ÃyÂ ÊÉyÆ�Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾afhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý9Å�Ñ�ÃÒ2Á/Å!ÊÍ���ÃyÂ ÊÐÄÅjÒ'Æ�Ò2Â Ð�Ò�Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ
Ãy¾�Î£ËaÊ¨Î�Ï�Â ÐMÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å�ÊyÍqÅ�Ñ�Ð ¾dÒ2Ï�Ç�ÓªÁ/Å;Ü
�! #"%$'&)(+*-,�.'/102,)$
3�465 ptÀ�ÁhÃyÏ�¿�À�ÊÇEÁ2í�Ñ�Ç�ÁvÅ�Å�Á/ÅjÀ�ÐÄÅEÉÇ�Ã{¿�Ð¥¿�Ï�Î�Á9¿�Ê��jÇ�ÊÍ�Á/Å�Å�ÊÇ ��Ü¨lEÁ/Ç�¿�Ð ¾MÜ
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c�¾î¿�À�ÐÄÅ<Å�ÁvÒ'¿�ÐÄÊ¾�È9ÕnÁJÇ�Á/Ò;ÃyÂ Â�À�ÊvÕB¿�ÊßÎ�Á;ã�¾�ÁófhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝçÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ£Ãy¾�Î ¿�À�Á;Ð Ç£ÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎ

Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�ÁªÈqÒ;ÊËÌÐÄ¾�ÉmÍ�Ç�ÊË pMÁ;Ð�Ò�À�Ë;��Â Â Á/ÇG¿�À�Á/ÊÇ�ÆªÜ ��ÊÇS¿�À�Á£Å�ÃyÔÁñÊÍ9Ò2Â Á/ÃyÇ�¾�Á/Å�Å;ÈOÕnÁZã�Ç�Å�¿
Ò2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;Ç!f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ�ÃÒ;Á/ÅOÊÍ%��ÃyÂ ÊÐÄÅ!Ò;ÊvÓÁ/Ç�Ð ¾�ÉÅ/ÜOptÀ�ÁnËµÃyÐ ¾aÃy¾	ÎGËaÊÅ�¿!¾�Ã{¿�Ï�Ç�ÃyÂ�Î�ÐÄÅ�Ò;Ç�Á2¿�Á
Ð ¾$ÓyÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿9ÐÄÅt¿�À�Á?Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾dÎ�Ã{¿�ÃÌÃÅ�Å�Ê¨Ò2Ð�Ã{¿�Á/Î£¿�ÊµÃ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ<Ãy¾	ÎZ¿�ÊµÃy¾ªÆZÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ
ÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍOÐ ¿9Ê¾UÃµÒ2ÊËaÑ�ÃÒ'¿9o9ÐÄÁ;ËµÃy¾�¾mÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁÜ>D�Å�ÁvÎ<ÞªÆ	�GÜ�æ¢Ï�Ç�ÐÄÞ�Ã/Æ$ÃÅ�À�Ð�Ö�××vÙ*È¨é7Ü���Ü
fhÃyÇ�ÓªÁ;ÆïÖ á��vÙEÐ ¾å¿�À�ÁZÒ2Ê¾$¿�Á2í¨¿GÊÍ�pMÁ;Ð�Ò�À�Ë;��Â Â Á/ÇÌÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;È\¿�À�ÁñÇ�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾âÎ�Ã{¿�ÃdÐÄÅGÃyÂÄÅ�Ê
Ï�Å�Á/ÍðÏ�Â�ÐÄ¾U¿�À�ÁSÒ;Êy¾$¿�Á2í¨¿�ÊÍ!ÃyÇ�Ð¥¿�À�ËaÁ2¿�ÐÄÒSÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÆUÃyÍ�¿�Á;ÇhbäÜ��	Ç�Ð ÁvÎäÖ �{Ù*È	Å�Á/ÁSÃyÂÄÅ�ÊóÖ �vÙ*ÜEéåÁ
Ò2Ê¾�Ò;Â Ï�Î�ÁñÞ$ÆåÃdÅ�¿�Ï	Î¨ÆåÊÍtfhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝZÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅGÍðÊÇG¾�Ê¾��?ÃyÂ ÊÐÄÅGÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;ÈO¿�À�Á2ÆåÃyÇ�Ð�Å�ÁZÃÅ
ã�¾�Ð¥¿�ÁSò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�ÅtÊÍE��ÃyÂ ÊÐÄÅ�fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝSÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å;Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I�MC*,(+*�i\Á2¿

G
Þ�Á9Ã¢ã�¾�Ð ¿�Á9ÉÇ�ÊÏ�Ñ�ÜqptÀ�Á;¾ñÃy¾µÃyÞ	Å�¿�Ç�ÃÒ'¿c12:6?j5 X <2:D9
5F>6B [R:D9E:SÊÍ

G
Ð�ÅMÃ�ÍðÊÇ�ËµÃyÂªÅ�Ï�Ë

R =
∑t

i=1 riCi
Õ9À�Á/Ç�Á

ri ∈ N
∗ ∀i ∈ {1, . . . , t} È{Ãy¾�Î (Ci)i∈{1,...,t}ÐÄÅ�Ã£Å�Á2¿?ÊÍ�¾�Ê¾���¿�Ç�Ð Ó¨ÐÄÃyÂ!Ãy¾�ÎmÑ	ÃyÐ Ç�Õ9ÐÄÅ�ÁµÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾	Ò'¿SÒ2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'ÆmÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅ�ÊÍ

G
Ü¢ptÀ�ÁÌÎ�Á;ÉÇ�Á/Á

ÊÍ
R
Ð�Å ∑t

i=1 ri
Ü

iMÁ2¿
C
Þ,ÁUÃçÒ2ÊËaÑ�ÃÒ'¿µo9Ð Á/ËaÃy¾�¾ Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁÈEÃy¾�Î

ϕ : G ↪→ Aut(C)
Ãy¾ ÁON	ÁvÒ'¿�Ð ÓÁUÞ�Ð �

À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒGÃÒ'¿�ÐÄÊy¾óÊÍ!Ãµã�¾�Ð ¿�ÁGÉÇ�ÊÏ�Ñ è ã�¾�Ð¥¿�Á;¾�ÁvÅ�Å�ÐÄÅhÃyÏ�¿�ÊËµÃ{¿�Ð�Ò¢ÐÄÍ g(C) ≥ 2
ÞªÆ<¿�À�Á

f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý?¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËZì�ÜqéäÁ?Ê¾�Â¥Æ£Ò;Ê¾�Å�ÐÄÎ�Á;Ç�ÃÒ'¿�ÐÄÊ¾�ÅtÕ9Ð¥¿�ÀdÅ�ÊyËaÁSã�í�Á/Î£Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å;Ü
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��Á;¾�Êy¿�ÁhÞªÆ

p
¿�À�Á�Þ�Ç�Ã{¾	Ò�À�Á/ÎñÒ2ÊvÓªÁ;Ç

C → C/ϕ(G)
ÜqiMÁ;¿

x
Þ,Á�Ã¢ã�í¨Á/ÎñÑ,ÊÐ ¾$¿EÊÍMÅ�ÊËaÁ

Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿aÊÍ
G
È�Ãy¾	Î

y = p(x)
ÜåptÀ�Á;Ç�ÁZÁ2í�ÐÄÅ�¿aÂ Ê�Ò;ÃyÂnÒ;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á/Å

(U, z)
Ãy¾�Î

(U ′, z′)Å�Ï�Ò�Àå¿�À�Ã{¿
z(x) = 0

È
z′(y) = 0

È!Ãy¾�Î
z′ ◦ p = zex

ÜmptÀ�ÁñÐ ¾$¿�Á/ÉyÁ/Ç
ex

ÐÄÅ�Ò;ÃyÂ Â ÁvÎå¿�À�Á
ËGÏ�Â¥¿�Ð Ñ�Â ÐÄÒ2Ð ¿*Æ ÊÍ

x
Ü7ptÀ�ÁJÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç

Gx
ÊÍ
x
Ð�Å£ÃâÒ2Æ�Ò;Â ÐÄÒóÉÇ�ÊÏ�ÑîÊÍSÊÇ�Î�Á;Ç

ex
Ü éåÁ

Ò2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;Ç�¿�À�Á¢Ñ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á/ÉyÁvÎ<ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊÇ
τx
ÊÍ
Gx

Î�Á;ã�¾�Á/Î<Þ$Æ
τx(z) = exp

(

2iπ
ex

)

z
ÜjptÀ�ÐÄÅ

ÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇtÐÄÅtÐ ¾	Î�Á/Ñ,Á;¾	Î�Á/¾ª¿tÊÍ
z
Å�Ð ¾�Ò;Á�Ð¥¿9ÐÄÅn¿�À�Á?Ï�¾�ÐÄò$Ï�Á�Á;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�ÊÍ

Gx
Õ9À�ÐÄÒ�À<ÃÒ'¿�ÅtÊy¾

¿�À�Á?À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�¿�Ãy¾�ÉÁ;¾$¿9Å�Ñ�ÃÒ2Á¢ÊÍ
C
Ã{¿
x
Ð ¾UËGÏ�Â¥¿�Ð Ñ�Â¥Æ�Ð ¾�ÉñÞ$Æ

exp
(

2iπ
ex

) Ü
c�Í
y = g · x È¨¿�À�Á;¾ τy = gτxg

−1 ÜOéåÁ?Å�Ã/Æñ¿�À	Ã{¿t¿�À�Á?Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉÃÒ2ÆñÒ2ÂÄÃÅ�Å C(τx)
ÊÍ
τx
Ð�Å

¿�À�ÁA<4>DGU>61SÊÍ
x è Ãy¾�Î£ÊÍ\Ð¥¿�ÅtÊÇ�Þ�Ð¥¿2ì�Üjp�ÕnÊµÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾	Ò'¿9ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å�Ò/Ãy¾£Ñ,ÊªÅ�Å�ÁvÅ�Ån¿�À�Á?Å�ÃyËaÁ¢Ò2ÊÂÄÊyÇvÜiMÁ2¿ {Oi, bi}i∈{1,...,t}

Þ�Á�¿�À�Á�Ò2ÊÂ ÊÇ�Á/ÎñÊÇ�Þ�Ð¥¿�ÅEÊÍ�ã�í¨ÁvÎµÑ�ÊyÐÄ¾ª¿�ÅjÕ9Ð¥¿�À£ËGÏ�Â¥¿�ÐÄÑ�Â Ð�Ò2Ð¥¿�Ð Á/Å;È	Ãy¾�Î
C(τi)

Þ�Á�¿�À�Á¢Ò2ÊÂ ÊÇ�Å/Ü
ptÀ�Á;¾£¿�Êa¿�À�ÁSÃyÒ2¿�Ð Ê¾

ϕ
Ð�Å9ÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�ÁvÎ£¿�À�Á?Ç�Ã{ËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾dÎ�Ã{¿�Ã�õ

R(ϕ) =

t
∑

i=1

biC(τi).
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G
�*Á/ò$Ï�Ð ÓyÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿GÞ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

h : (C,ϕ) → (C ′, ϕ′)
Ñ�Ç�ÁvÅ�Á;Ç�ÓªÁ/Å?¿�À�Á

Ò2ÊÂ ÊÇ�Å;È�Þ�Ï�¿�Ò;Ãy¾<Ñ�Á;Ç�ËGÏ�¿�Á?¿�ÕnÊÌÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å�ÊÍM¿�À�ÁSÅ�ÃyËÌÁSÒ2ÊÂ ÊÇ/Ü
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G
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R
Ü ptÀ�Á;¾ïÃ

(G,R)− fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝdÅ�Ñ�ÃÒ2Á Hg(G,R)
Ò2Ê¾�Å�Ð�Å�¿�ÅaÐ ¾ïÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾�Ò2ÁUÒ;ÂÄÃÅ�Å�Á/ÅaÊÍ

Ò2ÊÏ�Ñ�Â Á/Å
(C,ϕ)

ËµÃyÎ�ÁGÊÍjÃñÒ2ÊËaÑ	ÃÒ'¿�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾JÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
C
ÊÍ!ÉÁ/¾$Ï	Å

g
¿�ÊÉÁ2¿�À�Á;ÇhÕ9Ð¥¿�À

Ãy¾óÃÒ'¿�Ð Ê¾
ϕ : G ↪→ Aut(C)

Å�Ï	Ò�Àm¿�À�Ã{¿
R(ϕ) = R

Ü¢pMÕnÊ<Ò2ÊÏ�Ñ�Â Á/Å�ÃyÇ�Á�Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿?ÐÄÍ
¿�À�Á2Æ<Î�Ð N,Á;Ç9Þ$Æ£Ã

G
��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿9Þ�ÐÄÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ

iMÊ¨ÊÔ$ÐÄ¾�ÉZÃ{¿h¿�À�Á�ÃÒ'¿�Ð Ê¾óÊyÍjÃñÅ�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á/Ç
Gx

Ê¾d¿�À�ÁÌÒ2ÊËaÑ�Â Á;í¨Ð ã�Á/ÎmÇ�Á/ÃyÂM¿�Ãy¾�ÉÁ;¾$¿�Å�Ñ	ÃÒ2Á
Tx ⊗ C

Å�À�ÊvÕ�Å�¿�À	Ã{¿�ÊÇ�Ð Á/¾ª¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾JÑ�Ç�Á/Å�Á/Ç�Ó¨ÐÄ¾�É£Á/ò$Ï�Ð ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿¢Î�Ð N,Á;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ�Ñ�Ç�Á/Å�Á/Ç�ÓªÁ
¿�À�Á?Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾mÎ�Ã{¿�Ã�Ü
��¾¢Ð ËaÑ,ÊÇ�¿�Ãy¾ª¿M¿�Ê¨ÊÂÍ�ÊÇMÅ�¿�Ï�Î�Æ¨ÐÄ¾�É9fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝjÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å�ÐÄÅ�o9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾MÚ ÅMÁ2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾�Ò;Á!¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë

Ö �{ÙMÖ �{ÙMÖ¥á/Ø{Ù*È{Õ9À�ÐÄÒ�ÀÌÍ�Ï�Ç�¾�ÐÄÅ�À�Á/Å!ÃhÒ;Ê¾�Î�Ð¥¿�ÐÄÊ¾ÌÊÍ�Á;í¨Ð�Å�¿�Á;¾	Ò2Á�ÍðÊÇ!Ò;ÊvÓÁ/Ç�Ð ¾�ÉÅ/ÜMéåÁ�Å�¿�Ã{¿�ÁtÀ�Á;Ç�ÁtÃ
��ÃyÂ ÊÐÄÅnÃy¾	ÎñËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÃyÇjÓªÁ/Ç�Å�Ð Ê¾ZÊÍ�¿�À�ÐÄÅE¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUÜ!c*¾ñ¿�À�ÁhÍ�ÊyÂÄÂ ÊvÕ9Ð ¾�É�È¨Ð¥¿tÐÄÅn¾�Êy¿n¾�Á/Ò2Á/Å�Å�ÃyÇ�Æ
¿�ÊñÅ�Ñ,Á/Ò2ÐÄÍ�ÆZ¿�À�Á¢Þ�ÃÅ�Á?Ñ�ÊÐ ¾$¿9ÍðÊÇ�Í�Ï�¾	Î�ÃyËaÁ;¾$¿�Ã{Â�ÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å;Ü
 �!#"�$#%&"�' MC*��&*��g583

R = b1C1 + · · · + btCt
:�[R0EaD12040

b
12:6?j5 XY<4:D9
5F>6B�[R:D9E:Rk -&/+0�120

587�:A@�5 �T04<T9
5��D0 <4>61�1�0�7EQ�>6BC[R0�BC<40 @40T9,L 040�B Hg(G,R)
:6BC[h9,/+0d7i0�9 >�Z�<TG`:�747i0�7

[S−Y, ψ] SLI/+0�120
S
5O7�:A<4>6?WQ�:R<T9
	c5f0�?P:6B�B 7�JK1
Z�:_<20;>�Z a_0�B�J_7

g′ S Y : XMB�5
9E0W7�J�@�7i0T9 >�Z
S
74/+:61204[

5OB9E>
t
<4>DG`>6147 S ψ : π1(S − Y ) → G

:6B 0 Q�5,?A>61EQ/_5O7�? LM5
9,/
ψ(γ) ∈ Ci

5 Z
γ
5O7 :

<2:6B&>6B�5f<4:DGG`>l>4QV:612>6JKBC[;7i>6?A0 Q�>65OB�9g>�Z�<4>DG`>61
i � [S−Y, ψ] = [S′−Y ′, ψ′]

5 Z�:6BC[j>6B�G�
5 Zh9,/+0�120P04365O7�9W: @�58/+>DGU>6?P>61EQ/_587�?

h : S → S′ Lg5,9,/ h(Y ) = Y ′ � Q�12047i0�1��l5,BKa	9,/+0j7i0T9
>�Z <4>DGU>6147��P:6BC[

θ ∈ Int(G)
74J<�/	9,/+:D9

θ ◦ ψ = ψ′ ◦ h∗
k

��ÊÇ9Ò2Ê¾$ÓªÁ;¾�Ð Á;¾	Ò2ÁÈ�ÕnÁ¢Ç�Á/Ò;ÃyÂ Â�¿�À�Á¢Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Ê¾�Î�Á;¾	Ò2Áõ
ptÀ�ÁEËµÃyÑGÍ�Ç�ÊË Hg(G,R)

ÃÅ�Å�Ê¨Ò;ÐÄÃ{¿�ÁvÅ\¿�Ê
[C,ϕ]

¿�À�Ánò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿!Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
S = C/ϕ(G)

È
Ãy¾�Î

Y
ÐÄÅ�¿�À�ÁµÅ�Á2¿¢ÊÍEÞ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀJÑ,ÊÐÄ¾ª¿�Å;ÜÌptÀ�ÁÌÉÁ/¾$Ï	Å

g(S) = g′
ÐÄÅ?ÉÐ¥ÓªÁ;¾çÞªÆóo9Ð Á/ËaÃy¾�¾¨ô

f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝÜóptÀ�ÁñÁ;Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë
ψ
ÐÄÅGÞ�Ï�Ð Â¥¿aÃyÅGÍ�ÊÂ Â ÊvÕ�Å/õaÉÐ¥ÓªÁ;¾

γ ∈ π1(S − Y,Q)
ÈOÕtÁ
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Ò2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;ÇjÐ¥¿�Å�Â ÐÄÍ�¿
α
Ê¾

C
Í�Ç�ÊË Ã?ÉÐ¥ÓªÁ;¾ñÑ,ÊÐ ¾$¿jÊÍ,¿�À�Á9ã�Þ,Á;Ç�ÊvÓªÁ;Ç

Q
ÜqptÀ�Á;¾ÌÕtÁ�ÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á

¿�Ê
γ
¿�À�Á?Ï�¾�ÐÄò$Ï�Á?Á/Â Á;ËaÁ;¾$¿9ÊÍ

G
Õ9À�ÐÄÒ�ÀdÅ�Á;¾	Î�Å

α(0)
Ê¾

α(1)
Ü

eEÊ¾$ÓªÁ;Ç�Å�Á;Â ÆªÈ�ÉyÐ ÓªÁ;¾
[S − Y, ψ]

ÈtÕnÁmÞ�Ï�Ð ÂÄÎ
C
ÃÅµ¿�À�ÁmÏ�¾�Ð¥ÓªÁ;Ç�Å�ÃyÂ�Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É

S̃
ÊÍ
SòªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿�Á/Î<ÞªÆ

ker(ψ)
ÜjptÀ�Á;¾

θ ∈ G ÃÒ2¿�Å�Ê¾
[x] ∈ C ÞªÆ

θ · [x] = [ψ−1(θ) · x] Üc�Í
[S, Y, ψ]

Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Ê¾�Î�ÅE¿�Ê
[C,ϕ]

È¨¿�À�Á;¾<¿�À�Á¢Ò2Á;¾$¿�Ç�Ã{ÂÄÐ Ý;Á;Ç9ÊÍ
ϕ(G)

ÐÄ¾
Aut(C)

ò$Ï�ÊD�
¿�Ð Á/¾ª¿�Á/ÎmÞ$Æ<¿�À�ÁÌÒ2Á;¾$¿�Á/Ç

Z(G)
ÐÄÅhÐ�Å�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�ÒS¿�Êñ¿�À�ÁÌÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑmÊÍ

Aut(S − Y )
ËµÃÎ�Á

ÊÍM¿�À�Á?Á;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�Å
h
Å�Ã�¿�ÐÄÅ�ÍðÆ�Ð ¾�É

θ ◦ ψ = ψ ◦ h∗
Í�ÊyÇ

θ ∈ Int(G)
Ü

�����#'����R" (+*BéåÁçÒ2Ê¾�Å�ÐÄÎ�Á/ÇZ¿�À�ÁçÒ;ÃÅ�ÁJÊÍSÒ2Æ�Ò2ÂÄÐÄÒJÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅZÊÍGÒ2ÊËaÑ	ÃÒ'¿<o9Ð Á/ËaÃy¾�¾
Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å�ÊÍ�ÉÁ;¾¨Ï�Å

g′
ÜI�jÏ�¿

G = Z/n
�$ÕnÁ9ã�í�¿�À�Á9Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾ZÎ�Ã{¿�Ã

R =
∑t
i=1 bi[mi]ÊÍ�Î�Á;ÉÇ�Á;Á

b
ÈnÕ9À�Á;Ç�Á

[mi] ∈ Z/n\{[0]} È9Ã{¾	Î [mi] 6= [mj ]
Ð Í
i 6= j

Ükc�Í
ei
ÐÄÅµ¿�À�Á

ÊÇ�Î�Á;ÇtÊÍ
mi
È$¿�À�Á/¾Z¿�À�Á�o9Ð Á/ËaÃy¾�¾¨ô$fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý¢ÍðÊÇ�ËGÏ�ÂÄÃÌÎ�Á2¿�Á;Ç�ËaÐ ¾�Á/ÅE¿�À�Á�ÉÁ;¾¨Ï�Å

g
ÊÍ\Å�Ï�Ò�À

Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;õ
2g − 2 = n(2g′ − 2) +

∑t
i=1 nbi(1− 1/ei)

Ü
c�Í

[C,ϕ] ∈ Hg(Z/n,R)
È�Ãy¾	Î

σ = ϕ([1])
Èq¿�À�Á;¾äÕtÁ£Å�Á2¿

S = C/〈σ〉 Üói\Á2¿ Q =

(Q1, . . . , Qb)
Þ,Á¢¿�À�ÁSÅ�Á2¿�ÊÍqÞ�Ç�Ã{¾	Ò�ÀUÑ�ÊÐ ¾$¿�Å9ÊÍ

π : C → S
È {Pi,j}j ¿�À�Á¢Ñ�Ç�Á;Ð ËµÃyÉÁ/Å9ÊÍ

Qi
È�Ãy¾�Î

di = #{Pi,j}
È,Å�Ï	Ò�Àd¿�À	Ã{¿

ei = n/di
Ü9ptÀ�ÁGÅ�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ Ý;Á;Ç�Å

Gi,j
ÊÍ!ÃyÂ ÂOÑ�Ç�Á;ÐÄËaÃyÉÁ

Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å�ÊÍ
Qi

ÃyÇ�Á¢Á/ò$Ï�ÃyÂ�¿�Êa¿�À�Á?Ï�¾�ÐÄò$Ï�Á¢Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ<ÊÍ\ÊÇ�Î�Á;Ç
ei
ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÁvÎ£ÞªÆ

σdi
Ü

c�Í
σdiki è Õ9Ð¥¿�À (ei, ki) = 1

ìtÐÄÅ9¿�À�ÁGÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇ�ÊÍ
Gi,j

Õ9À�ÐÄÒ�ÀóÃÒ'¿�Å9Ê¾d¿�À�Á¢¿�Ã{¾�ÉÁ;¾$¿
Å�Ñ�ÃÒ2Á

TPi,j
(S)

Þ$Æ
exp(2iπ/ei)

È�¿�À�Á/¾UÕnÁSÀ�Ã/ÓªÁ
R(ϕ) =

∑

i b
′
i[diki]

È,Ã{¾	Î
R(ϕ) = RËÌÁvÃ{¾	Å

mi = diki
Ãy¾�Î

bi = b′i
Ü

o9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾MÚ Å�Á2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾	Ò2Á?¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë Ð ËaÑ�ÂÄÐ Á/Å�¿�À�Ã{¿ ∑t
i=1 bi[diki] ≡ 0(n) è Ð ¾dÑ�ÃyÇ�¿�ÐÄÒ2Ï�ÂÄÃyÇ

b ≥ 2
ì�Ü m Ð ¾	Ò2Á

[C,ϕ]
Ð�Å9ÉÐ¥ÓªÁ;¾mÞ$ÆUÃy¾UÁ/Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

π1(S\Q) → Z/n
È�¿�À�ÁGÒ2Ê¾	Î�Ð¥¿�Ð Ê¾

ÐÄÅ�ÐÄËÌÑ�Â Ð ÁvÎñÞ$Æ�¿�À�Á�Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á9Ç�Á;Â�Ã�¿�Ð Ê¾ZÅ�Ã{¿�ÐÄÅ�ã�Á/ÎµÞ$Æ
π1(S\Q)

õM¿�À�Á�Ð ËµÃyÉÁ�ÊyÍ�¿�À�Á9Ñ�Ç�Ê�Î�Ï	Ò'¿
ÊÍOÒ2ÊËaËGÏ�¿�Ã{¿�ÊÇ�Å�ËµÃÎ�Á¢ÊÍ\À�ÊËÌÊÂÄÊyÉÐ�Ò;ÃyÂ�Â Ê¨ÊÑ�Å�ÐÄÅt¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ)Ü
DhÅ�Ð ¾�ÉS¿�À�Á�ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë ×¨Ü ��È$Ð ¿nÐÄÅEÁvÃyÅ�ÆÌ¿�Ê�Å�Á;Á�¿�À�Ã{¿E¿�À�Á�¾	Ã�¿�Ï�Ç�ÃyÂ	Ñ�Ç�Êyë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾ Hg(G,R)→
Mg′,(b1,...,bt)

Õ9À�Ð�Ò�ÀmÅ�Á;¾	Î�Å
[C,ϕ]

¿�Ê
[C/ϕ(G), Y ]

È�Õ9À�Á;Ç�Á
Y
Ð�Å�¿�À�Á¢Þ�Ç�Ãy¾�Ò�ÀUÂÄÊ¨Ò2Ï	Å;È	ÐÄÅ

Ð ¾ ÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂtÃóÇ�ÃyËaÐ ã�Á/Î Ò2ÊvÓªÁ/Ç�Ð ¾�É�ÜâptÀ�Á£ã�Þ,Á;ÇÌÊvÓªÁ;Ç
[S, Y ]

ÐÄÅaÐ ¾ká���á<Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾�Î�Á;¾	Ò2Á
Õ9Ð¥¿�ÀJ¿�À�ÁaÅ�Á;¿¢ÊÍjÁ;Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ

π1(S − Y ) → G
Õ9Ð¥¿�ÀJÇ�ÃyËaÐ ã	Ò;Ã{¿�ÐÄÊ¾åÎ�Ã{¿�Ã

R
ÈMÏ�Ñó¿�Ê

Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'Æ$È�Ãy¾	Î<Ï�ÑU¿�ÊZÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅ9ÊÍ
[S, Y ]

Õ9À�ÐÄÒ�ÀmÎ�Êµ¾�Êy¿hÃÒ'¿9¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ Â¥ÆdÊ¾U¿�À�Á
ÍðÏ�¾�Î�ÃyËaÁ;¾$¿�ÃyÂnÉÇ�ÊÏ�Ñ�Ü �hÁ/¾�Á;Ç�ÐÄÒ;ÃyÂ Â¥ÆªÈj¿�À�Á/Ç�Á£ÐÄÅÌ¾�ÊçÅ�Ï�Ò�À ÃyÏ�¿�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ;ÈEÃy¾�ÎßÁ2í�Ò;Á;Ñ��
¿�Ð Ê¾	ÃyÂ�o9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾<Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅjÕ9Ð ¿�ÀUÅ�Ï	Ò�À<ÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅnËµÃyÔÁ�¿�À�Á�Â Ê�Ò2Ï	ÅnÊÍ�Þ�Ç�Ãy¾	Ò�À�Ð ¾�É�Ü
c�¿?ËµÃ/ÆdÀ	ÃyÑ�Ñ�Á;¾U¿�À	Ã�¿?Á2ÓªÁ;Ç�Æ

[S, Y ]
Ñ�ÊÅ�Å�Á/Å�Å�Å�Ï	Ò�ÀJÃyÏ�¿�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ è ¿�À�ÐÄ¾�ÔU¿�ÊZ¿�À�Á�ÀªÆK�Ñ,Á;Ç�Á/Â Â Ð Ñ�¿�Ð�ÒZÐÄ¾ªÓªÊÂ Ï�¿�ÐÄÊ¾,ì'È!¿�À�Á;¾â¿�À�ÁZÞ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀâÂÄÊ¨Ò;Ï�Å�ÐÄÅ�ËµÃÎ�Á£ÊÍ9Á2í�Ò2Á;Ñ�¿�Ð Ê¾	ÃyÂno9Ð Á/ËaÃy¾�¾

Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅnÕ9Ð ¿�ÀUËaÊÇ�ÁSÃ{Ï�¿�ÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËaÅ/Ü
c�¾î¿�À�ÁmÑ�Ç�Á2Ó�Ð ÊÏ�ÅñÁ;í�ÃyËaÑ�Â ÁÈ9Ð Í?¿�À�ÁóÅ�Ï�Ç�ë�ÁvÒ'¿�Ð Ó¨Ð ¿*ÆîÐÄÅZÁ;¾	Å�Ï�Ç�Á/Î Þ$Æï¿�À�ÁmÇ�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾

Î�Ã{¿�Ã�Èy¿�À�Á;¾aÐ ËµÃyÉyÁvÅ!ÊÍ	À�ÊËaÊyÂÄÊÉyÐ�Ò;ÃyÂ�Â Ê¨ÊÑ�Å�Ã{Ç�Á�ÍðÇ�Á/ÁÈªÃy¾�Î�¿�À�Á�Î�Á;ÉÇ�Á;Á�ÊyÍ Hg(Z/n,R)→
Mg′,(b1,...,bt)

ÐÄÅ
n2g′ Ü

éåÁUÇ�ÁvÒ;ÃyÂ Â9À�ÊvÕ]¿�ÊäÎ�Á;ã�¾�Á<¿�À�Á<¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉyÆ ÊyÍ Hg(G,R)
Ò2ÊËaÐ ¾�ÉåÍðÇ�ÊyË ¿�À�ÁmpMÁ;Ð�Ò�À+�

Ë���Â ÂÄÁ;Çt¿�À�Á;ÊÇ�ÆªÜ!c�¿�¿�Ï�Ç�¾	ÅnÊÏ�¿n¿�À	Ã{¿t¿�À�Á/Å�Á¢Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅtÑ,ÊªÅ�Å�Á/Å�ÅnÐ ¾<ÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂ�ËaÃy¾$Æ£Ò2Ê¾�¾�Á/Ò2¿�Á/Î
Ò2ÊËÌÑ�Ê¾�Á/¾ª¿�Å;È�Á/ÃÒ�ÀUÊy¾�Á?Þ,Á/Ð ¾�ÉñÃaòªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿9ÊÍqÃap\Á;ÐÄÒ�À�Ë���Â Â Á;ÇhÅ�Ñ	ÃyÒ;ÁÜ
	 "+'�� %�
 *tptÀ�Á;Ç�Á�ÐÄÅ�Ã�¾�ÐÄÒ2Á9Î�Á/Å�Ò2Ç�Ð Ñ�¿�Ð Ê¾aÊÍ	¿�À�ÐÄÅ!Þ$ÆGé Ü ��Üyf�ÃyÇ�ÓªÁ2Æ<Ö¥á��vÙ*ÈyÐÄ¾Ì¿�À�Á�Ò;Ê¾ª¿�Á2í¨¿
ÊÍ �	Ï�Ò�À�Å�ÐÄÃy¾âÉÇ�ÊÏ�Ñ�Å;Üdc*¾	Å�¿�Á/ÃÎäÊÍ�pMÁ/ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇaÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅSÊÍ �	Ï	Ò�À	Å�ÐÄÃy¾âÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å;È\ÕnÁñÏ	Å�Á
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���$� � ¡
pMÁ;Ð�Ò�À�Ë���Â Â Á/ÇnÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å!ÊÍ�ËµÃyÇ�ÔÁ/Îao9Ð Á;ËµÃy¾�¾ñÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å;ÜqptÀ�ÐÄÅ�ÐÄÅ�Þ�Á/Ò;ÃyÏ	Å�ÁÈªÐ ¾µÊÏ�ÇjÒ2Ê¾$¿�Á2í¨¿vÈ
o9Ð Á;ËµÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å�ÃyÇ�ÐÄÅ�ÁGÃÅtÁ2í�Ñ�Â Ð�Ò2Ð¥¿hÒ2ÊËaÑ�Â Á2í<Å�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ï�Ç�Á/Å�Ê¾UÅ�ËaÊ¨Êy¿�ÀdÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å;Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I M�*�� *ni\Á2¿

(C,ϕ)
Þ�ÁEÃ9Ò2ÊËaÑ	ÃÒ'¿Oo9Ð Á;ËµÃy¾�¾GÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á!Õ9Ð ¿�À�Ã9Þ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒ

ÃÒ'¿�Ð Ê¾îÊÍ
G
Ü ptÀ�Á;¾ ¿�À�ÁdfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝmÅ�Ñ	ÃÒ2Á HG(C,ϕ)

ÊyÍh¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ/Ã{Â9¿�Æ�Ñ,Á
(C,ϕ)

ÐÄÅ
¿�À�ÁóÅ�Ï�Þ�Å�Á;¿ZÊÍ Hg(C)(G,R(ϕ))

ËµÃÎ�ÁóÊÍ¢Ò2ÊÏ�Ñ�Â Á/Å
(T, ρ)

Å�Ï	Ò�Àî¿�À	Ã{¿ñ¿�À�Á;Ç�ÁmÐ�ÅZÃ
G
�

Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿�Î�Ð N,Á;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë]Þ,Á;¿*ÕnÁ/Á;¾
T
Ãy¾�Î

C
Ü

éåÁ�Ç�Á/Ò/Ã{ÂÄÂ	¿�À�Ã{¿nÐ ¾£Á/ÃÒ�ÀZfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ�ÃÒ;Á Hg(G,R)
È$¿�À�Á�¾¨Ï�ËGÞ,Á/Ç

hg(G,R)
ÊÍMÎ�Ð�Å�¿�ÐÄ¾�Ò'¿

¿�ÊÑ,ÊÂÄÊyÉÐ�Ò;ÃyÂn¿*Æ�Ñ,ÁvÅ è Å�ÊËaÁ2¿�Ð ËaÁ/ÅµÒ;ÃyÂ ÂÄÁ/Îß¿�À�Á£fhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�Ý<¾$Ï�ËGÞ,Á;Ç'ìSÐÄÅÌã�¾�Ð¥¿�ÁÜâpOÃyÔÁ [pi :

Ci → (S, Y )]i={1,2}
¿�ÕnÊåÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÅñÊÍ Hg(G,R)

È9Ãy¾�ÎïÂ Á2¿
ψi : π1(S − Y ) → G¿�À�ÁmÒ;ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Êy¾	Î�Ð ¾�ÉäÁ;Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ è ptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë ×¨Ü �$ì�Ü ptÀ�Á;¾ ¿�À�ÁmÁ2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾	Ò2ÁmÊÍ¢Ã

G
�

Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿<Î�Ð N	Á/ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë
f : C1 → C2

Å�Ï	Ò�À ¿�À�Ã{¿
p2 ◦ f = p1

ÃyËaÊÏ�¾$¿�Åµ¿�Ê
¿�À�ÁZÁ;í¨Ð�Å�¿�Á/¾�Ò2Á£ÊÍ�Ãy¾âÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿

k
Ð ¾ ��Ð N +(S, Y ) è ¿�À�Á<Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑâÊÍ ��Ð N +(S)

Õ9À�ÐÄÒ�À
Ñ�Ç�ÁvÅ�Á;Ç�ÓªÁ/Å

Y
Ãy¾	Î Ð¥¿�ÅZÑ	ÃyÇ�¿�Ð ¿�Ð Ê¾êÐÄ¾êÒ2ÊÂÄÊyÇ�Å�ì�È�Õ9À�ÐÄÒ�À Å�Ã{¿�Ð�Å�ã�Á/Å

ψ2 ◦ k∗ = ψ1
È�Ï�Ñ ¿�Ê

Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃ{¿�Ð Ê¾�Ü�ptÀ�Ð�ÅtÇ�Á/Â Ð Á/Å�Ê¾<¿�À�Á�¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë Ê¾UÂ Ð Íð¿9ÊÍOËaÃyÑ�Ñ�ÐÄ¾�ÉªÅ;Ü
D�Å�Ð ¾�Éh¾�ÊvÕ �hÐ Á/ÂÄÅ�Á;¾MÚ Å\¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë è ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë áEÊÍMÖ á/Û{Ù�ì'È{Á2ÓªÁ;Ç�ÆSÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿!ÊÍ ��Ð N +(S, Y )Ò2ÊËÌÁvÅqÍ�Ç�ÊË7Ã{¾µÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë ÊÍ�¿�À�ÁtÍ�Ï�¾	Î�Ã{ËaÁ;¾$¿�ÃyÂ¨ÉÇ�ÊÏ�ÑÌÊyÍ

S−Y Õ9À�ÐÄÒ�ÀaÑ�Ç�ÁvÅ�Á;Ç�ÓªÁ/Å
¿�À�Á¢Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃyÒ2Æ£Ò2ÂÄÃÅ�Å�ÊÍOÂ Ê¨ÊyÑ	Å9ÃyÇ�ÊÏ�¾	Î£Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å�ÊÍM¿�À�ÁSÅ�ÃyËaÁ¢Ò;ÊÂ ÊÇ/Ü
c�Í�ÕnÁ£Î�Á;¾�Êy¿�Áñ¿�À�Á<òªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾$¿ÌÊÍt¿�À�ÐÄÅÌÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑäÞ$Æç¿�À�ÁZÐ ¾�¾�Á;ÇaÃyÏ�¿�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅGÞ$Æ

Out(π1(S − Y ), Y )
ÈnÃy¾�Î Þ$ÆâgjÑ�Ð

R(π1(S − Y ), G)
¿�À�ÁdÅ�Á2¿µÊÍhÁ;Ñ�ÐÄËÌÊÇ�Ñ�À�Ð ËµÅÌÍ�Ç�ÊË

π1(S−Y )
Ê¾$¿�Ê

G
Õ9Ð¥¿�ÀGÐ ËµÃyÉÁjÊÍ�Â Ê¨ÊÑ�Å\ÃyÇ�ÊÏ�¾�Î¢Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å\ÊÍ

Y
ã�í�Á/Î¢ÞªÆ�¿�À�ÁEÇ�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾

Î�Ã{¿�Ã
R
È�¿�À�Á;¾

hg(G,R) = # Out(π1(S − Y ), Y )\ gjÑ�Ð R(π1(S − Y ), G)/G.pMÊhÅ�Á;ÁEÃy¾SÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿OÊÍ�gEÑ�Ð
R(π1(S−Y ), G)

ÃÅ\Ã�Ò2ÊÂ Â Á/Ò2¿�Ð Ê¾�ÊÍ�Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å\ÊyÍ
G
Å�Ã{¿�ÐÄÅ�ÍðÆ�Ð ¾�É

Ò2Á;Ç�¿�ÃyÐ ¾£Ç�Á;Â�Ã{¿�Ð Ê¾	Å è Å�Á/ÁaÖ �{Ù�ìjÃyÂ Â ÊvÕ�Ån¿�À�Á?Ò;ÊËÌÑ�Ï�¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾<ÊÍ hg(G,R)
Ð ¾UÅ�ÊËaÁ?Ñ�ÃyÇ�¿�ÐÄÒ2Ï�ÂÄÃyÇ

Ò;ÃÅ�ÁÜI�hÅEÃy¾µÁ2í�Ã{ËaÑ�Â ÁÈª¿�À�Á9Ç�ÁvÃyÎ�Á;ÇEÒ;Ãy¾aÓªÁ;Ç�Ð Í�ÆÌ¿�À�Ã{¿jÐ ¿EÐÄÅjÊy¾�Á9Í�ÊÇ
G
ÃyÞ,Á/Â ÐÄÃy¾ZÃy¾�ÎaÉÁ/¾$Ï	Å

Ý;Á;Ç�Ê�ÊÇ!Ê¾�ÁtÍðÊÇ!ò$Ï�Ê{¿�Ð Á;¾$¿�Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å;Ü m Á;Á¢Ö Û{Ù�ÍðÊÇqÁ2í�ÃyËaÑ�ÂÄÁ/ÅOÕ9Ð¥¿�ÀÌ¿*ÕnÊ�¿�ÊyÑ�ÊÂ ÊÉÐÄÒ;ÃyÂ¨¿�Æ�Ñ,Á/Å/Ü
�hÊvÕSÈOfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝZÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å¢Õ9Ð¥¿�Àâã�í¨Á/Îç¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ;ÃyÂj¿�Æ¨Ñ�ÁZÃyÇ�ÐÄÅ�Á£ÃÅGò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�ÅSÊÍ�Å�ÊËaÁ

pMÁ;Ð�Ò�À�Ë���Â Â Á/Ç�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I MC*��C*çiMÁ2¿

G
Þ,ÁñÃUã�í�Á/Îçã�¾�Ð¥¿�ÁµÉÇ�ÊÏ�Ñ�È\Ãy¾	Î

(C,ϕ)
ÃUÇ�Á;Í�Á;Ç�Á;¾	Ò2ÁµÒ;ÊyÏ�Ñ�Â Á

ËaÃÎ�ÁñÊÍ�ÃdÒ;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿Go9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾âÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
C
Ãy¾	ÎåÊÍtÃdÞ�Ð À�ÊyÂÄÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�ÒñÃÒ'¿�Ð Ê¾

ϕ
ÊÍ
GÊ¾

C
ÜdptÀ�Á£p\Á;ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇaÅ�Ñ�ÃÒ;Á TG(C,ϕ)

ÊÍ
C
Ç�Á;Â�Ã{¿�Ð¥ÓªÁñ¿�Êd¿�À�ÁZÃÒ'¿�Ð Ê¾

ϕ
È!Ò2Ê¾�Å�Ð�Å�¿�Å

Ð ¾çÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅ�ÊÍ
3
��¿�Ï�Ñ�ÂÄÁ

(T, ρ, f)
È�Õ9À�Á;Ç�Á

T
ÐÄÅ?ÃZÒ;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿?o9Ð Á;ËµÃy¾�¾çÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁÈ

ρ : G ↪→
Aut(T )

ÐÄÅ�ÃZËaÊ¾�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë<È�Ãy¾	Î
f : C → T

Ð�Å�Ã
G
��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿?ò$Ï�ÃÅ�Ð�Ò2Ê¾�Í�ÊÇ�ËµÃyÂ

À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜñptÀ�Á;¾
(Ti, ρi, fi)i=1,2

ÃyÇ�ÁaÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿GÐ ÍtÃy¾�ÎJÊ¾�Â¥ÆJÐ Í
f2 ◦ f−1

1

Ð�Å
À�ÊËaÊy¿�ÊÑ�ÐÄÒ�¿�ÊµÃ

G
�*Á/ò$Ï�Ð ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿9Þ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

h : T1 → T2
Ü

pMÊUÐ ÂÄÂ Ï�Å�¿�Ç�Ã{¿�Áµ¿�À�ÐÄÅSÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�ÐÄÊy¾MÈ\¾�Êy¿�ÁÌ¿�À�Ã{¿
[T, ρ, f ] = [T, ρ, f ◦ ϕ(g−1)]

Ð Í
g ∈ Z(G)

è ¿�À�Á9Ò2Á/¾ª¿�Á;Ç�ÊÍ G ì�ÜqptÀ�Á�Í�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�É¢Â Á;ËaËµÃnë�Ï�Å�¿�Ð ã�Á/Å!¿�À�Á�Ï�Å�Á�ÊÍ�òªÏ	ÃÅ�ÐÄÒ2Ê¾�ÍðÊÇ�ËµÃyÂ�À�ÊyËaÁ��ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅ�Ð ¾<¿�À�Á¢Ñ�Ç�Á;Ó¨Ð ÊÏ	Å�Î�Á;ã�¾�Ð ¿�Ð Ê¾dÃy¾	Î£ÉÐ¥ÓªÁ/Å9ÃaËaÁ2¿�Ç�Ð�Ò¢Êy¾ TG(C,ϕ)
Ü m Á;ÁñÖ ××vÙ*È

�jÇ�ÊÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾ ��Ü á�×¨È�ÍðÊÇ�ÃñÑ�Ç�Ê¨ÊÍ�Ü�ptÀ�Á�ÃyÏ�¿�À�ÊÇhÂ Ð ËaÐ¥¿�Å?Ð¥¿�Å�Á;Â Íj¿�Ê£Ò'Æ�Ò2ÂÄÐÄÒGÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å;È�Þ�Ï�¿�¿�À�Á
Ñ�Ç�Ê¨ÊÍ\Ç�Á;ËµÃyÐ ¾	ÅnÓyÃyÂ Ð�Î<Í�ÊÇ9Ãy¾UÃyÇ�Þ�Ð¥¿�Ç�ÃyÇ�Æ£ÉÇ�ÊÏ�ÑMÜ
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�M"+'W' � MC*��&*�� 0T9
[Ti, ρi, fi]i=1,2

@40 9
LY>�Q�>65,B9,7 >�Z TG(C,ϕ)
k -#/+0�B 9,/+0�1�0V0436587�9

G
^�0���J�5 �D:61�5F:6B9���J�:6745F<4>6BlZT>61�?A:DG /+>6?P04>6?A>61EQ/_5O7�?�7;/+>6?P>D9E>4Q�5F<j9E>

f2 ◦ f−1
1

k	�W?A>6B�a
9O/�0�? S 9,/+0�1�0 5O7 :j7�5OB�aDGU0;>6BC0 f0 S

ZT>61�LI/_5F<�/ 9,/+0�5,BlXM?jJK? >�Z�9,/+0�?P:l365O?P:DG#[65
GU:D9F:D9
5F>6B+7
587 1204:R<4/�02[ S :DGb?P>�7�9d0 �D0�1��6LM/+0�120e>6B 9,/+0j7�JK1
ZT:R<40lk�
V>61204> �D0�1j5
9O7e[65
G`:D9E:D9
5F>6B

Kf0

587P:
<2>6B�7�9E:6B9Ek

ptÀ�Á¢Î�ÐÄÅ�¿�Ãy¾�Ò2Á¢ÐÄÅt¿�À�Á;¾UÎ�Á;ã�¾�Á/Î£Þ$Æ
d([T1, ρ1, f1], [T2, ρ2, f2]) = ln(Kf0)

Ü
ptÀ�Á�120TG`:D9
5��D0c?P>l[6J�G`:61 aD12>6JlQ<ÊÍ�Ã¢Ò2ÊÏ�Ñ�Â Á

(C,ϕ)
È$Î�Á;¾�Êy¿�ÁvÎÌÞ$Æ ModG(C,ϕ)

ÈÐ�Å!¿�À�Á
òªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿

ZG(C,ϕ)

ZG(C,ϕ) ∩Diff0
+(C)

,

Õ9À�Á;Ç�Á
ZG(C,ϕ)

ÐÄÅ?Ð¥¿�Å�Á;Â Ín¿�À�Áaò$Ï�Êy¿�Ð Á/¾ª¿¢ÊÍj¿�À�ÁµÒ2Á;¾$¿�Ç�ÃyÂ Ð Ý;Á;ÇSÊÍ
ϕ(G)

Ð ¾
Diff+(C)

Þ$Æ
ϕ(Z(G))

Ü ��¾SÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿
f
ÊÍ ModG(C,ϕ)

ÃÒ'¿�Å\Ê¾ TG(C,ϕ)
Þ$Æ
f ·[T, ρ, h] = [T, ρ, h◦

f−1]
Üg�hÅ9Å�ÃyÐÄÎUÃyÞ,ÊvÓªÁõ

�M"+'W' � MC*�C*	-#/+0���J�>D9
5F0�B9 >�Z TG(C,ϕ)
@ �A9,/+0h:R<T9
5F>6BV>�Z ModG(C,ϕ)

587�5,BV@�5 �T04<T^
9,5F>6B	LM5
9,/P9O/�0cH�JK1�Lg5,9ONW7FQ�:R<40 HG(C,ϕ)

kj-#/+0W7�9E:R@�5
G 58Nl0�1�>�Z 7i>6?A0 X 3R04[WQ+>D5OB9
[T, ρ, h]JKBC[R0�1d9,/+0�:R<T9
5F>6B >�Zc9,/+0d1�0TGU:D9
5 �D0d?P:4QRQ�5OBKa <TGU:�747 aD12>6JlQ 587W5OB @�5 �T04<T9
5F>6B	LM5
9O/P9,/+0 <4>6?j^

?hJ+9F:6B�9 >�Z
ρ(G)

5OB
Aut(T )

��J�>D9
5f0�B9E04[ @ �
Z(G)

k

� %&$ $KG&*�iMÁ2¿
[Ci, ϕi, fi]

ËµÃyÑñ¿�Ê
[Ci, ϕi]

Í�ÊÇ
i = 1, 2

Ãy¾�ÎZÃÅ�Å�Ï�ËaÁ�¿�À�Ã{¿
f : C1 → C2ÐÄÅ?Ã

G
��ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿?Þ�ÐÄÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜGptÀ�Á;¾

m = f−1
1 ◦ f−1 ◦ f2

Ð�Å?Ãy¾óÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿¢ÊÍ
¿�À�Á?Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁ¢ËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ ModG(C,ϕ)

È�Ãy¾	Î
[C1, ϕ1, f1] = [C2, ϕ2, f2 ◦m−1]

Ð ¾
TG(C,ϕ)

Ü
�ptÀ�ÁafhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝñÅ�Ñ�ÃÒ2Á HG(C,ϕ)

ÐÄÅ¢Á;¾�Î�ÊvÕnÁ/ÎóÕ9Ð ¿�Àç¿�À�Áµò$Ï�Ê{¿�Ð Á;¾$¿¢¿�ÊÑ�ÊÂ ÊÉyÆªÜ �	Ï�Ç�¿�À�Á;Ç��
ËÌÊÇ�ÁªÈj¿�À�ÁdÃyÒ2¿�Ð Ê¾ ÊÍ ModG(C,ϕ)

Ê¾ pMÁ;Ð�Ò�À�Ë;��Â Â Á/ÇZÅ�Ñ�ÃÒ2ÁUÐ�ÅµÃçÎ�ÐÄÅ�Ò2Ê¾$¿�Ð ¾$Ï�ÊÏ�ÅµÊ¾�Á
è Å�Á/ÁdÖ á/Û�Ù�ì �\À�Á/¾�Ò2Á HG(C,ϕ)

ÃÒ/òªÏ�Ð Ç�Á/Å?¿�À�ÁµÅ�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�ÁµÊÍnÃy¾çÊÇ�Þ�ÐÄÍðÊÂÄÎ�Ü���¾ Hg(G,R)ÕnÁSÑ�Ï�¿�¿�À�ÁS¾	Ã{¿�Ï�Ç�ÃyÂ�¿�ÊyÑ�ÊÂ ÊÉyÆUÅ�Êa¿�À�Ã{¿�Ð¥¿�Å�Å�Ï�Þ�Å�Á2¿�Å HG(C,ϕ)
Þ�Á/Ò2ÊËaÁSÐ¥¿�ÅhÒ2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/Î

Ò2ÊËÌÑ�Ê¾�Á/¾ª¿�Å;Ü
 �!#"�$#%&"�' MC*��&*�� 0T9

C
@40 :V<4>6?dQ�:R<T9 	 5F0�?A:6B�B\74J�1
Z�:R<40 0���JK5 QRQ�04[ Lg5,9,/\:=@�5O/+>DG`>D^

?A>61EQ/_5F<V:R<T9
5f>6B
ϕ : G ↪→ Aut(C) S :6BC[ P @40 9,/+0 7i0T9A>�Z @�12:6BC<�/ Q�>65,B9,7 >�Z 9,/+0

��J�>D9
5f0�B9Y7�JK1
Z�:R<40lk�-&/+0�B=9,/+0 -0�5F<4/_?	��G,GU0�1 7EQ+:R<40�7 TG(C,ϕ)
:6BC[ T (C/ϕ(G), P )

:6120
:6BC:DG�D9
5F<4:DGOG �e0���JK5��D:DG`0�B9Ek
c�¿9Ð�Å9ÃÌÒ;ÂÄÃÅ�Å�ÐÄÒ;ÃyÂM¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUÈ�Å�Á;Á�eEÊÇ�ÊÂ ÂÄÃyÇ�Æ �ÌÊÍtÖ á��/Ù*È��jÇ�ÊÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾ ��ÊÍtÖ á/Û{Ù*Ü

�hÊy¿�ÁZÀ�ÊvÕnÁ2ÓªÁ;ÇG¿�À	Ã�¿µpMÁ;ÐÄÒ�À�Ë���Â Â Á/ÇµÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å�Ò;Ê¾�Å�ÐÄÎ�Á;Ç�ÁvÎâÀ�Á;Ç�Á£ÃyÇ�Á<Å�Â ÐÄÉÀª¿�Â¥ÆßÎ�Ð N,Á;Ç�Á/¾ª¿
ÍðÇ�ÊË ¿�À�Á�Ê¾�ÁvÅhÐ ¾ Ö¥á��vÙ!Ãy¾	ÎßÖ¥á/Û{Ù*È�Å�Ð ¾�Ò;ÁGÕnÁ�Ò;Êy¾	Å�ÐÄÎ�Á;Ç�ÉÇ�ÊÏ�ÑóÃÒ'¿�ÐÄÊ¾�ÅhÏ�ÑmÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾	Ò2Á
Ð ¾�Å�¿�Á/ÃÎdÊÍ!ÉÂ ÊÞ	ÃyÂ\Ò;Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'Æ$ÜtfhÊvÕnÁ2ÓªÁ/Ç/È	Ï	Å�Ð ¾�Éµ¿�À�ÁGÂ Á;ËaËµÃñÐ ¾ § ×¨Ü �µÊÍ�Ö�àvÙ*È	Ð¥¿�Ð�Å9ÁvÃyÅ�Æ¿�ÊñÃyÎ�ÃyÑ�¿�¿�À�Á;Ð Ç9Ñ�Ç�Ê$ÊÍ�ÜM�	ÊÇ/È�¿�À�ÐÄÅ9Â Á;ËaËµÃaÊÍ�ehÜ���Ü�gEÃyÇ�Â Á¢Á;¾	Å�Ï�Ç�ÁvÅn¿�À�Ã{¿�Ãy¾UÊÇ�Ð Á;¾$¿�Ã{¿�Ð Ê¾
Ñ�Ç�ÁvÅ�Á;Ç�Ó�Ð ¾�ÉµÎ�Ð N,Á;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë]À�ÊyËaÊy¿�ÊÑ�ÐÄÒ�¿�Êa¿�À�Á¢ÐÄÎ�Á/¾ª¿�Ð¥¿�Æ<ËaÃyÑ<Õ9À�ÐÄÒ�ÀU¾�ÊÇ�ËµÃyÂ Ð Ý/Á/Åt¿�À�Á
ÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍ

G
È�Ò2ÊËaËSÏ�¿�Á/ÅtÕ9Ð¥¿�À<¿�À�Á¢ÃÒ2¿�Ð Ê¾UÊÍ

G
Ü

c�¾ Ö áá2Ù*Èn¿�À�ÁóÃyÏ�¿�À�ÊÇ�ÅñÎ�Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ,Ád¿�À�Ád¾�ÊÇ�ËaÃyÂÄÐ Ý/Ã{¿�ÐÄÊ¾îÊÍ�¿�À�ÁdÂÄÊ¨Ò;Ï�ÅñÐ ¾î¿�À�ÁdËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÐ
Å�Ñ�ÃÒ2Á Mh

ÊÍ�Ñ�ÊÐ ¾$¿�ÅGÕ9Ð¥¿�À ÃyÏ�¿�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë`ÉyÇ�ÊyÏ�Ñ
G
ÜåptÀ�Á2ÆâÃyÂÄÅ�ÊóÕnÊÇ�ÔçÕ9Ð¥¿�Àßã�í�Á/Î

¿�ÊÑ,ÊÂÄÊyÉÐ�Ò;ÃyÂq¿�Æ¨Ñ�ÁÜÌptÀ�ÐÄÅ?¾�ÊÇ�ËµÃyÂ Ð ÝvÃ{¿�Ð Ê¾åÐ�Åh¿�À�Áµò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿¢ÊÍnÃ<p\Á;ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇGÅ�Ñ	ÃÒ2ÁÌÞ$Æ



����� ��� � � ���	�
���$� � ¡
ÃóÇ�Á;Â�Ã{¿�Ð¥ÓªÁUËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇaÉÇ�ÊÏ�ÑMÜ m ÐÄ¾�Ò2Á£¿�À�Á/Ð ÇaÇ�Á/ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁUËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇaÉÇ�ÊÏ�Ñ ÐÄÅµÃJ¾�ÊÇ�ËµÃyÂ Ð Ý;Á/Ç
Ç�Ã{¿�À�Á;ÇS¿�À	Ãy¾âÃdÒ;Á;¾$¿�Ç�ÃyÂ ÐÄÝ;Á;Ç/Èq¿�À�ÁñfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý£Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ HG(C,ϕ)

Î�Á;ã�¾�Á/ÎåÀ�Á;Ç�ÁZÃyÇ�Áñã�¾�Ð¥¿�Á
��ÃyÂ ÊÐÄÅ9Ò2ÊvÓªÁ/Ç�Ð ¾�ÉªÅ�ÊÍM¿�À�ÁvÅ�Á?¾�ÊÇ�ËµÃyÂ Ð Ý/Ã{¿�Ð Ê¾�Å è Õ9Ð¥¿�À �?ÃyÂ ÊÐÄÅ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ Out(G)

ì'Ü
c�¾ê¿�À�Ð�ÅZÕnÊÇ�Ô�È9ÕnÁçÇ�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ'¿UÊÏ�Ç�Å�Á;Â Í¢¿�Êß¿�À�Áó¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ;ÃyÂ¢Å�Á2¿�¿�Ð ¾�É Ê¾kp\Á;ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;Ç

Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;ÜOfhÊvÕnÁ2ÓªÁ;ÇvÈyÐ¥¿�Õ9Ð ÂÄÂ�Þ,ÁnÕnÊÇ�¿�ÀªÕ9À�Ð Â Á�¿�Ê¢Å�¿�Ï	Î¨ÆGÕ9À�Á2¿�À�Á/Çq¿�À�Á9Ò2ÊËGÞ�Ð ¾�Ã{¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂ�Å�¿�Ï	Î¨Æ
ÊÍOpMÁ/ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇhÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å è Å�Á;Á § �ìjÁ;í$¿�Á;¾	Î�Åt¿�ÊÌ¿�À�ÁSÃy¾�ÃyÂ¥Æ¨¿�ÐÄÒ¢Å�Á2¿�¿�Ð ¾�É�Ü
éåÁG¾�ÊvÕ ¿�Ï�Ç�¾d¿�Êñ¿�À�ÁGÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂOÒ;ÃÅ�ÁªÈ�Ãy¾	ÎdÎ�Á;ã�¾�Á�ÃµfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ	ÃÒ2ÁGÍðÊÇh¾�Ê¾ ��ÃyÂÄÊyÐ�Å

Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅnÕ9Ð¥¿�À<ã�í¨Á/Î£ËaÊy¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆ£ÃÒ'¿�Ð Ê¾MÜg�9ÉªÃyÐ ¾MÈ¨ÕnÁ?¾�Á;Á/Î<ÃGÓªÁ/Ç�Å�Ð Ê¾<ÊÍ\o9Ð Á;ËµÃy¾�¾MÚ Å
Á2í�ÐÄÅ�¿�Á/¾�Ò2Á?¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë Ö �{ÙjÖ �{ÙEÖ¥á/Ø{Ù*Ü
 �!#"�$#%&"�' MC*��&* -&/+0�120;587h:��D^�� <4>61�120�7EQ�>6BC[R0�BC<40h@20T9
L 020�B H(g, g′, d)

:6BC[P9,/+0�7EQ�:R<40
>�ZgZT>DGOGU>6LM5,BKa	<2>6J�QCG`0�7

[S − Y, ψ] � S
5O7j: <4>6?dQ�:R<T9 	 5F0�?A:6BB 7�JK1
ZT:R<20 >�ZWa_0�B�J_7

g′ S Y587	:hXMB�5
9E0P7�J�@�7i0T9 >�Z
S S ψ : π1(S − Y, q) → Sd

5O7	:�a612>6J�Q /+>6?A>6?P>61EQ/_5O7�? LM5,9,/
9,12:6B+7�5
9
5 �D0�5O?P:ia_0 S [R0fXMBC04[AJlQ 9E>	@4:�7T0cQ�>65OB9 <4/+:6B�a_0 � :6B&[ [S′ − Y ′, ψ′] = [S − Y, ψ]5 Z�:6BC[ >6BG �h5 ZW9,/+0�120;02365O7�9 7i>6?P0 @�58/+>DGU>6?P>61EQ/_587�?

h : S → S′ 7i0�BC[65,BKa Y >6B
Y ′ S :6BC[

θ ∈ Int(Sd) S
7�J<4/�9,/+:D9

θ ◦ ψ = ψ′ ◦ h∗
k

��ÅqÏ	Å�Ï�ÃyÂÄÂ¥ÆªÈy¿�À�Á�Ð ËµÃyÉyÁ
G
ÊÍ
ψ
ÐÄÅ�Ò;ÃyÂ Â Á/ÎÌ¿�À�Á�?A>6BC>l[612>6? �WaD12>6JlQZÊÍ�¿�À�Á�Ò2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�É

Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�Ü iMÁ;¿
[p : T → S] ∈ H(g, g′, d)

Ãy¾	Î
ψ : π1(S − Y, q) → G ↪→ Sd¿�À�ÁdÒ;ÊyÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�ÉåÀ�ÊËaÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ]��¾�Êy¿�À�Á;ÇµÐ ËaÑ,ÊÇ�¿�Ãy¾ª¿£Î�Ã{¿�ÃçÐÄÅa¿�À�ÁmÒ2Ê¾yë�Ï�ÉªÃÒ'Æ

Ò2ÂÄÃÅ�Å�ÊyÍ!¿�À�ÁÌÅ�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ Ý;Á;Ç
K
Ï�¾�Î�Á;Ç�¿�À�Á�ËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆdÃÒ'¿�Ð Ê¾óÊÍjÃy¾$ÆdÑ,ÊÐ ¾$¿�ÐÄ¾m¿�À�Á�ã�Þ�Á;Ç

ÊvÓªÁ;Çñ¿�À�ÁmÞ	ÃÅ�ÁmÑ�ÊyÐÄ¾ª¿
q
Ü ptÀ�ÐÄÅZÐÄÅ£ÃâÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑîÊÍ

G
È�ÊÍ¢Ð ¾�Î�Á2í

d
È�Õ9À�ÐÄÒ�À Å�Ã{¿�ÐÄÅ�ã�ÁvÅ;õ

⋂

t∈G t
−1Kt = {eG}

Ü
�hÊy¿�Á¢¿�À	Ã�¿h¿�À�ÁG¾	Ã{¿�Ï�Ç�ÃyÂOÃÒ'¿�ÐÄÊ¾mÊÍ

G
Êy¾m¿�À�Á�Ò2ÊªÅ�Á2¿

G/K
ÊyÍ�Ç�Ð ÉÀ$¿?Ò2ÂÄÃÅ�Å�Á/Å è G ÃÒ'¿�Å

ÞªÆ
(h,Kg) 7→ Kgh−1 ì�È�Ãy¾�Îd¿�À�Á�ÐÄÎ�Á;¾$¿�ÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾JÞ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾óÇ�ÐÄÉyÀ$¿¢Ò2Â�ÃyÅ�Å�Á/Å?Ãy¾�Îd¿�À�ÁÌÅ�Á2¿

{1, . . . , d} È	ÍðÏ�Ç�¾�Ð�Å�À<¿�À�ÁSÁ;ËGÞ�Á/Î�Î�Ð ¾�É G ↪→ Sd
õjÍ�ÃyÐ ¿�À�ÍðÏ�Â ¾�Á/Å�Å9ÊÍO¿�À�ÁSÃÒ'¿�Ð Ê¾dÐÄÅ9ÐÄËÌÑ�Â Ð ÁvÎ

ÞªÆZ¿�À�Á?Ñ�Ç�ÊÑ,Á;Ç�¿�Æ£ÊÍ
K
Ü

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I MC*,(��&*téäÁ�ã�í
G
Ãy¾	Î

K
ÃSÅ�Ï�Þ�ÉyÇ�ÊyÏ�ÑµÊÍ�ÐÄ¾�Î�Á2í

d
Å�Ï�Ò�Àµ¿�À	Ã�¿ ⋂

gKg−1 =

{eG}
ÜqiMÁ;¿

i : G ↪→ Sd
¿�À�Á¢Á;ËGÞ,ÁvÎ�Î�Ð ¾�ÉÌÉÐ¥ÓªÁ/¾UÞªÆZ¿�À�ÁSÃÒ'¿�ÐÄÊy¾UÊÍ

G
Ê¾

G/K
Ü

• i\Á2¿ [p : T → S]
Ð ¾ H(g, g′, d)

Õ9Ð¥¿�Àm¿�À�ÁÌÒ;ÊyÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�É
ψ : π1(S − Y, q) → Sd

Ü
ptÀ�Á;¾ç¿�À�ÁñÞ�Ç�Ã{¾	Ò�À�Á/ÎåÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É

p
Ð�ÅGÅ�ÃyÐÄÎç¿�ÊdÀ�Ã/ÓªÁZÃUËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊyËSÆçÊÍn¿*Æ�Ñ,Á

(G,K)Ð Í?¿�À�Á;Ç�ÁdÁ2í�ÐÄÅ�¿�ÅZÃy¾îÐÄÅ�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë
α
Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾îc�Ë

(ψ)
Ãy¾	Î

G
Å�Ï	Ò�À ¿�À	Ã{¿

i ◦ α ÐÄÅ
¿�À�ÁJÐ�Î�Á;¾$¿�Ð¥¿�ÆêÊ¾ c�Ë

(ψ) è ¿�À�ÁçÒ;ÊyÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�É Ñ,Á;Ç�ËGÏ�¿�Ã{¿�Ð Ê¾ Ç�Á;Ñ�Ç�Á/Å�Á;¾$¿�Ã{¿�Ð Ê¾�ÅUÃyÇ�ÁÐÄÅ�ÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Òvì�Ü
• H(g, g′, G,K)

Ð�Å�¿�À�Á�Å�Ï�Þ�Å�Á2¿�ÊÍ H(g, g′, d)
ËµÃÎ�Á�ÊÍ!Á/Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å�Õ9Ð ¿�ÀJËÌÊ¾�Ê¨Î�Ç�ÊËSÆ

ÊÍ\¿*Æ�Ñ,Á
(G,K)

Ü
��ÊÇGÃy¾åÁ;Â Á;ËaÁ;¾$¿GÊÍ H(g, g′, G,K)

È\¿�À�ÁñÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç
Ki

ÊÍtÃy¾ªÆJÑ�ÊÐ ¾$¿
xi
Ð ¾å¿�À�Áµã�Þ�Á;Ç

ÊvÓªÁ;Çt¿�À�Á¢Þ�ÃÅ�Á?Ñ�ÊÐ ¾ª¿
q
Ð�Åt¿�À�Á;¾dÒ2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃ{¿�Á/ÎZ¿�Ê

K
Ó�ÐÄÃ

α
ÜqéåÁ¢Å�Á2¿

ψ̃ = α ◦ ψ ÜéåÁñÒ;Ãy¾�¾�Êy¿GÎ�Á;ã�¾�ÁÌ¿�À�ÁµÇ�ÃyËaÐ ã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾âÎ�Ã{¿�Ã<Ð ¾ç¿�À�Ð�ÅSÅ�Á2¿�¿�ÐÄ¾�É�ÈqÎ�Ï�ÁÌ¿�Ê<¿�À�ÁaÍ�ÃÒ2¿¢¿�À	Ã{¿
¿�À�ÁhÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾�Ò2Á�Ç�Á;ÂÄÃ{¿�ÐÄÊy¾<Ð ¾$ÓªÊÂ¥ÓªÁ/ÎZÐÄÅE¿�À�Á�Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃ{¿�Ð Ê¾ZÐ ¾Z¿�À�Á?Å�Æ¨ËaËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒhÉÇ�ÊÏ�ÑMÈ$¾�Êy¿
Ð ¾
G
Ü�ptÀ�Á¢Å�ÊÂ Ï�¿�Ð Ê¾mÒ2ÊËaÁ/ÅtÍ�Ç�ÊË ¿�À�Á?ÊÑ�Á;Ç�Ã{¿�ÐÄÊ¾<ÊÍ>�?ÃyÂ ÊÐÄÅ9Ò2Â ÊªÅ�Ï�Ç�ÁñÖ á;Ø{Ù*Ü
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i\Á2¿9Ï	Å9Ò2Ê¾	Å�ÐÄÎ�Á;Ç�¿�À�Á¢Á;ËGÞ,ÁvÎ�Î�Ð ¾�ÉªÅ
pi∗ : π1(T −X,xi)→ π1(S − Y, q)

È	Ãy¾	Î
Hi =

pi∗(π1(T −X,xi))
Ü¢ptÀ�Á;¾m¿�À�Á/Å�ÁÌÃyÇ�Á�Ò2Ê¾yë�Ï�ÉªÃ{¿�ÁvÎmÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ�Å�ÊÍ

π1(S − Y, q)
È
Ki =

ψ(Hi)
Ãy¾	Î

ker(ψ) = ∩iHi
Ü

�hÊvÕ
ψ̃ = α ◦ ψ Í�Ï�Ç�¾�ÐÄÅ�À�Á/Å;È!Ó�ÐÄÃm¿�À�ÁZ¿�À�Á/ÊyÇ�Á;ËT×¨Ü ��ÈjÃmo9ÐÄÁ;ËaÃy¾�¾ïÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á

C
Õ9Ð¥¿�À

ÃñÕnÁ;ÂÄÂ �*Î�Á;ã�¾�Á/ÎóÀ�ÊÂ ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒÌÃÒ'¿�Ð Ê¾
ϕ
ÊÍ
G
Êy¾

C
Å�Ï	Ò�Àó¿�À�Ã{¿

S = C/ϕ(G)
È�Õ9Ð¥¿�ÀåÃ

Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾âÎ�Ã{¿�ÃUÐ ¾	Î�Ï	Ò2Á/ÎåÞ$Æ
ψ̃
ÜdeEÂ Á/ÃyÇ�Â¥Æ$È\¿�À�ÁñÇ�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ2¿�Ð Ê¾

ψ̃ : Hi → Ki
ÉÐ¥ÓªÁ/Å

TÐÄÅ�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�¿�Ê
C/ϕ(Ki)

Ü
ptÀ�Á!��ÃyÂ ÊÐÄÅ�Ò2ÊvÓªÁ/Ç�Ð ¾�É

C → S
ÐÄÅ�Ò/Ã{ÂÄÂ Á/ÎóÃ ��ÃyÂ ÊÐ�ÅhÒ2Â ÊªÅ�Ï�Ç�Á�ÊyÍ

p : T → S
È	¿�À�Ð�Å�Ð�ÅhÃ

ËÌÐÄ¾�Ð ËµÃyÂ1�?ÃyÂ ÊÐÄÅ!Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�Í�ÃyÒ2¿�ÊÇ�Ð Ý/Ð ¾�É�Þ$Æ
p
Ü\éåÁn¾�Êy¿�ÁE¿�À�Ã{¿qÐ Í

[ψi, αi]i∈{1,2}
Ç�Á;Ñ�Ç�ÁvÅ�Á;¾$¿�Å

¿*ÕnÊSÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÅjÊÍ H(g, g′, G,K)
Ð ¾µ¿�À�Á�Å�ÃyËÌÁhÒ2Â�ÃyÅ�Å;Èª¿�À�Á;¾

ψ̃2 = α2 ◦θ ◦α−1
1 ◦ ψ̃1

ÍðÊÇ
θÐ ¾

Int(Sd)
È�Ãy¾	Î

α2 ◦ θ ◦α−1
1

ÐÄÅtÃy¾ñÁ;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿tÊÍ
Aut(G,K)

È¨¿�À�Á�Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑñÊÍ
Aut(G)Õ9À�ÊªÅ�Á?Á/Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å�Ñ�Ç�Á/Å�Á/Ç�ÓªÁ�¿�À�Á¢Ò;Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'Æ£Ò;ÂÄÃÅ�Å�ÊÍ

K
Ü

ptÀ¨Ï	Å�Ã+�?Ã{ÂÄÊÐÄÅ9Ò2Â ÊªÅ�Ï�Ç�Á
[C,ϕ]

Õ9Ð ¿�ÀUÇ�ÃyËaÐ ã	Ò;Ã{¿�ÐÄÊy¾mÎ�Ã�¿�Ã
R
ÐÄÅ�Î�Á;ã�¾�ÁvÎ£Ê¾�Â ÆZËaÊ�Î�Ï�Â Ê

¿�À�Á¢ÃÒ'¿�ÐÄÊ¾UÊyÍ
Out(G,K) è Å�Ð ¾�Ò;Á Int(G)

ÃÒ'¿�Åt¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ Â¥Æ	ì�Ü
i\Á2¿

Out(G,K,R)
Þ,Á9¿�À�Á�Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑñÕ9À�ÊªÅ�ÁhÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿�ÅtÃyÂÄÅ�ÊGÑ�Ç�Á/Å�Á/Ç�ÓªÁ�¿�À�Á�Ç�Ã{ËaÐ ã	Ò;Ã6�

¿�Ð Ê¾dÎ�Ã{¿�Ã
R
Ü

� %&$ ��$�� H L Hf$�I MC*
(+(+* � 0T9
(G,K)

@40d:�7 5,Be9,/+0IQ�120 �l5F>6J_7W[R0fXMB�5
9,5F>6B S R :�12:6?j5 X <2:D9
5F>6B
[R:D9E:e>�Z

G S :6BC[ h :6B 5OB9E0Ea_0�1ik -&/+0�120 5O7�: @�5 �i02<T9
5F>6B

H(g, g′, G,K)←→
∐

R/Out(G,K)

Hh(G,R)

Out(G,K,R)

� %&$ $KG&*�ptÀ�Á;Ç�Á�Ð�ÅnÃ¢ÕtÁ;Â Â ��Î�Á;ã�¾�Á/ÎµËµÃyÑZÍðÇ�ÊË Hh(G,R)
¿�Ê H(g, g′, d)

Å�Á;¾�Î�Ð ¾�É
[C,ϕ]¿�Êa¿�À�Á?Þ�Ç�Ãy¾	Ò�À�Á/Î<Ò2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�É

[C/ϕ(K)→ C/ϕ(G)]
Ü

c�Í
ψ : π1(S − Y, q) → G

ÐÄÅG¿�À�Á£Ò;ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Êy¾	Î�Ð ¾�ÉóÁ;Ñ�ÐÄËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÈ!¿�À�Á;¾ßÏ�Å�Ð ¾�Ém¿�À�Á
ÃÒ'¿�Ð Ê¾ßÊÍ

G
Ê¾

G/K
È!ÕnÁ<ÃyÂÄÅ�ÊóÀ	Ã/ÓªÁ<Ãy¾âÀ�ÊËÌÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

ψ̌ : π1(S − Y, q) → SdÕ9Ð¥¿�ÀJËaÊ¾�Ê¨Î�Ç�ÊËSÆdÉÇ�ÊÏ�Ñ
G
Ãy¾	ÎmÐÄÅ�Êy¿�Ç�ÊÑ$ÆdÉÇ�ÊÏ�Ñ

K
Ü¢ptÀ¨Ï	Å9ÕnÁÌÀ	Ã/ÓÁ�Ð ¾JÍ�ÃÒ'¿?ÃZËµÃyÑ

Hh(G,R) → H(g, g′, G,K)
Ü �hÊy¿�ÁG¿�À	Ã�¿¢Å�Ð ¾	Ò2ÁG¿�À�Á�ËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆdÐÄÅ�Î�Á2¿�Á;Ç�ËaÐ ¾�Á/Î�È�ÕnÁ

Ò;Ãy¾UÒ;ÃyÂÄÒ;Ï�ÂÄÃ{¿�Á?¿�À�Á?ÉÁ;¾¨Ï	Å
g
È�Å�Ð ¾	Ò2Á

g′
ÐÄÅtÔ¨¾�ÊvÕ9¾<Í�Ç�ÊË

h
Ãy¾	Î

R
Ü

ptÀ�ÐÄÅZËµÃ{ÑêÍ�ÃÒ'¿�ÊÇ�ÐÄÝ;ÁóÞªÆï¿�À�Áóò$Ï�Êy¿�Ð Á/¾ª¿<ÊyÍ Hh(G,R)
Þ$Æ

Out(G,K,R)
Ü7c�Í

θ
ÐÄÅ

Ãy¾åÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÊÍ
Out(G,K,R)

ÈO¿�À�Á/¾åÕnÁZÒ;Ãy¾äÁ2í¨¿�Á;¾�ÎäÐ¥¿G¿�Ê
θ̄ ∈ Int(Sd)

Ü �hÅ�Å�Ï�ËaÐ ¾�É
θ(K) = K

È
θ̄
Ð�Åt¿�À�Á¢Ò2Ê¾yë�Ï�ÉªÃ{¿�Ð Ê¾UÞªÆZ¿�À�Á¢Þ�Ð ë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾

Kg 7→ Kθ(g)
Ü

éåÁt¾�ÊvÕïÑ�Ç�ÊvÓªÁE¿�À	Ã{¿q¿�À�ÁnËµÃyÑÌÐ�ÅqÐ ¾yë�Á/Ò2¿�Ð¥ÓªÁªÜI�hÅ�Å�Ï�ËaÁn¿�À�Ã{¿
[Ci, ϕi] 7→ [Ci/ϕi(K)→

Ci/ϕi(G)]
Å�Ï	Ò�À<¿�À�Ã{¿

[p1 : C1/ϕ1(K)→ C1/ϕ1(G)] = [p2 : C2/ϕ2(K)→ C2/ϕ2(G)],

Ð)Ü ÁÜÄÈ¨¿�À�Á;Ç�Á�Á2í¨Ð�Å�¿
f : C1/ϕ1(K)→ C2/ϕ2(K)

Ãy¾�Î
h : C1/ϕ1(G)→ C2/ϕ2(G)

Å�Ï�Ò�À
¿�À	Ã{¿

p2 ◦f = h◦p1
Ü!ptÀ�ÐÄÅjËaÁ/Ãy¾�Å!¿�À�Ã{¿

θ ◦ψ1 = ψ2 ◦h∗
ÍðÊÇEÅ�ÊËÌÁ

θ ∈ Int(Sd)
ÜqptÀ¨Ï	Å

ÕnÁGÒ;Ãy¾mÂ Ð Íð¿
f
Ê¾$¿�Ê

k : (C1, ϕ1) → (C2, ϕ2)
Å�Ï	Ò�Àd¿�À	Ã{¿

k ◦ (ϕ1 ◦ θ′(g)) = ϕ2(g) ◦ kÍðÊÇ
θ′ ∈ Out(G,K)

Ð ¾	Î�Ï	Ò2Á/ÎmÞªÆ
θ
Ü9c*¿hÇ�Á;ËµÃ{ÐÄ¾�Å�¿�Ê£Å�À�Ê�Õ ¿�À�Ã{¿

θ′(R) = R
ÜhlnÏ�¿

k
ÐÄÅ

Ãy¾aÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿jËµÃyÑñÞ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾
[C2, ϕ2]

Ãy¾�Î
[C1, ϕ1 ◦θ′]

Å�Ê¢¿�À	Ã{¿
R(ϕ2) = R(ϕ1 ◦θ′)

Ü
m Ð ¾	Ò2Á

R(ϕ1) = R(ϕ2)
È�ÕnÁ¢ÃyÇ�ÁSÎ�Ê¾�ÁÜ



���%# ��� � � ���	�
���$� � ¡
�qÐÄ¾�ÃyÂ Â ÆªÈE¿�À�ÁdÎ�Ð�Å�Ò2Ï�Å�Å�Ð Ê¾ Ñ�Ç�Á/Ò2ÁvÎ�Ð ¾�ÉJ¿�À�ÁUÑ�Ç�ÊÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾îÅ�À�ÊvÕ�ÅÌ¿�À	Ã{¿µÁ2ÓªÁ;Ç�Æ Á;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿

ÊÍ H(g, g′, G,K)
Ò;ÊËÌÁ/Å£Á;í�ÃÒ'¿�Â¥ÆîÍ�Ç�ÊË Ê¾�ÁJÁ;Â Á;ËaÁ;¾$¿<ÊÍ Hh(G,R)/Out(G,K,R)

È
Ñ�Ç�ÊvÓ�ÐÄÎ�Á/Î£¿�À	Ã{¿

R
ÐÄÅt¿�ÃyÔÁ;¾UËÌÊ�Î�Ï�Â Ê

Out(G,K)
Ü

�ptÀ�ÁçÐ ËµÃyÉÁåÊÍ Hh(G,R)/Out(G,K,R)
Ð ¾$¿�Ê H(g, g′, G,K)

Õ9Ð Â ÂSÞ,ÁåÎ�Á;¾�Êy¿�ÁvÎ Þ$Æ
H(g, g′, G,K,R)

�q¿�À�ÐÄÅSÐÄÅ¢¿�À�ÁZÅ�Ñ�ÃÒ2ÁñÐ ¾$ÓªÊÂ¥ÓªÁ/ÎåÐ ¾âÊÏ�ÇSËµÃyÐ ¾å¿�À�Á/ÊÇ�Á;ËUÜ£éåÁµÕ9Ð Â ÂnÅ�Ã/Æ
¿�À	Ã{¿EÃy¾µÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿EÊÍ H(g, g′, G,K,R)

Ñ�ÊÅ�Å�Á/Å�ÅEÃ¢ËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊyËSÆÌÊÍ�¿�Æ¨Ñ�Á
(G,K,R)

È¨Þ�Ï�¿
Õ9Ð Â ÂMÔÁ;Á;ÑUÐ ¾UËaÐ ¾�Î£¿�À�Ã{¿

R
ÐÄÅ�Î�Á;ã�¾�ÁvÎ£ËaÊ�Î�Ï�Â Ê

Out(G,K)
Ü

�����#'����R" MC*çéåÁµÂÄÊ$ÊÔçÃ{¿S¿�À�ÁZÒ;ÃÅ�ÁñÊÍtÎ�Á;ÉÇ�Á;Á
d
Å�Ð ËaÑ�ÂÄÁZÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;ÈqÍðÊÇ¢Õ9À�ÐÄÒ�Àå¿�À�Á

ËÌÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆóÃyÇ�ÊÏ�¾�ÎóÁ/ÃÒ�ÀJÞ�Ç�Ãy¾�Ò�ÀóÑ,ÊÐÄ¾ª¿¢ÐÄÅ?ÉÐ¥ÓªÁ;¾JÞ$ÆóÃ<Å�Ð ¾�ÉÂ ÁÌ¿�Ç�Ã{¾	Å�Ñ�ÊÅ�Ð¥¿�ÐÄÊy¾çÊÍ
Sd
Ü

ptÀ$Ï	Å�¿�À�ÁGÑ�Ç�Á;Ð ËµÃyÉÁGÊÍ�ÃñÞ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀmÑ,ÊÐ ¾$¿�Ò;Êy¾	Å�ÐÄÅ�¿�ÅhÐ ¾
d − 2

Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å9ÊÍ�Ð ¾�Î�Á2ídÊy¾�ÁÈ�Ãy¾�Î
Ê¾�ÁtÑ,ÊÐ ¾$¿�ÊÍ	Ð ¾	Î�Á;íG¿*ÕnÊ�ÜqptÀ�ÁnÇ�Ã{ËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾µÎ�Ã{¿�Ã�ÐÄÅ

R = bτ
Õ9À�Á;Ç�Á

b
ÐÄÅq¿�À�Á�¾$Ï�ËGÞ,Á;Ç!ÊÍ

Þ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀñÑ�ÊyÐÄ¾ª¿�ÅEÃy¾	Î
τ
ÐÄÅj¿�À�ÁhÒ2Ê¾yë�Ï�ÉªÃÒ'ÆµÒ2ÂÄÃÅ�ÅEÊÍ�¿�Ç�Ãy¾	Å�Ñ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾	Å;Üqc�¾ñ¿�À�ÐÄÅnÒ;ÃÅ�Á è Å�Á/Á�Ö �{ÙÍðÊÇqËaÊyÇ�ÁtÎ�Á;¿�ÃyÐ ÂÄÅ'ìM¿�À�ÁnËaÊ¾�Ê¨Î�Ç�ÊËSÆSÉÇ�ÊÏ�ÑÌÐÄÅ

Sd
ÈÃy¾	Î

K ∼= Sd−1
ÈÅ�Êh¿�À�Ã{¿

Out(Sd,K)ÐÄÅn¿�À�Á�¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂMÉÇ�ÊÏ�ÑMÜM�9Â�Å�Ê�È�¿�À�ÁSÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ Hh(Sd, R)
ÃyÇ�ÁSÒ2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/ÎçÖ �{Ù*Ü

��³�<q·y¸�A�� A����ä½�� A	¸�A,¶\·ª½ ?	�C
éåÁµÇ�Á/Ò;ÃyÂ Â�¿�À�ÁµËµÃ{ÐÄ¾åÐ ¾�ÉÇ�Á/Î�Ð Á;¾$¿SÊÍtÒ2Á/Â Â Ï�ÂÄÃyÇGÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾äÊÍEËaÊ�Î�Ï�Â ÐEÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ?ÊÍ

Ñ,ÊÐ ¾$¿�ÁvÎµo9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾£Å�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å;È$Ð�Ü ÁªÜ È m ¿�Ç�Á;Þ�Á;Â)Ú Åj¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËBÖ�× �vÙ�È¨Ãy¾	ÎñÅ�À�ÊvÕêÀ�ÊvÕ ¿�Ê�ÃÎ�Ã{Ñ�¿EÐ¥¿
¿�Êa¿�À�Á¢Å�¿�Ï	Î�ÆZÊÍ\fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý¢Å�Ñ�ÃÒ2Á/Å/Ü
i\Á2¿

C
Þ�ÁñÃdÒ2ÊËaÑ	ÃÒ'¿Go9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾ßÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁñÊÍtÉÁ;¾$Ï	Å

g
Õ9Ð¥¿�ÀßÃdÅ�Á2¿�ÊÍ

n
Ñ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å

X = {x1, . . . , xn}
ÜZiMÁ;¿SÏ	ÅSÒ2Ê¾�Å�ÐÄÎ�Á/Ç¢¿�À�ÁZÅ�Á2¿ St(C,X)

ÊÍtÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒñòªÏ	ÃÎ�Ç�Ã�¿�ÐÄÒ
Î�Ð N,Á;Ç�Á;¾ª¿�ÐÄÃyÂÄÅ

q
Ê¾

C\X Õ9Ð¥¿�À<¿�À�Á?Í�ÊÂ Â ÊvÕ9ÐÄ¾�ÉµÑ�Ç�ÊÑ,Á;Ç�¿�Ð Á/Å/õ
è á�ìñc*¿�Å9Ò2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂMÉÇ�ÃyÑ�À<Ò;ÊvÓªÁ;Ç�Å�ÃaÅ�Á;¿9ÊÍ\ËaÁ/ÃÅ�Ï�Ç�Á?Ý;Á;Ç�Ê è òñÐÄÅ9Ã �Á;¾�Ô$ÐÄ¾�Å�ô m ¿�Ç�Á/Þ,Á;ÂMÎ�Ð N,Á;Ç��Á;¾$¿�ÐÄÃyÂðì'Ü
è ×ìñgnÃyÒ�À<Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á xi Ð�Å�ÃµÎ�ÊÏ�Þ�Â Á?Ñ�ÊÂ Á?Õ9Ð¥¿�ÀdÃÌÇ�ÁvÃ{Â�¾�Á;ÉªÃ{¿�Ð¥ÓªÁSÒ2Ê¨Á�
µÒ2Ð Á/¾ª¿ −p2

i

Ü
è �$ìñc*¿�ÅEÒ�À�ÃyÇ�ÃÒ2¿�Á;Ç�Ð�Å�¿�Ð�Ò9Ç�ÐÄ¾�É�Î�ÊËµÃyÐ ¾	ÅEÃyÇ�Á n Î�Ð�Å�Ô�ÅjÑ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á/ÎñÃ�¿E¿�À�Á xi È¨Î�ÁvÅ�Ò2Ç�Ð Þ�Á/ÎñÞªÆ¿�À�Á¢Ò;Â ÊªÅ�Á/Î<¿�Ç�Ã{ë�Á/Ò'¿�ÊyÇ�Ð Á/Å;Ü
ptÀ�Á?Á;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�Å�ÊÍ St(C,X)

ÃyÇ�Á?ÊÍ�¿�Á;¾UÒ/ÃyÂ Â Á/Î��9
120l@20TG [65 �W0�120�B9
5f:DG 72Ü
o9ÁvÒ;ÃyÂ ÂO¿�À	Ã{¿h¿�À�ÁÌÒ2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂqÉÇ�ÃyÑ�À

Γq
ÐÄÅh¿�À�ÁGÏ�¾�Ð Ê¾óÊÍ�¾�Êy¾JÒ;Â ÊªÅ�Á/Îd¿�Ç�Ã{ë�Á/Ò2¿�ÊÇ�Ð ÁvÅ;È�Ãy¾�Î

¿�À	Ã{¿�¿�À�ÁSÑ,Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç�ÊÍqÃµÒ2Â ÊªÅ�Á/ÎU¿�Ç�Ã{ë�ÁvÒ'¿�ÊÇ�Æ<ÐÄÅ9Ð¥¿�Å9Â Á;¾�Éy¿�ÀdËaÁ/ÃÅ�Ï�Ç�Á/Î£Õ9Ð ¿�ÀU¿�À�ÁSËÌÁ;¿�Ç�Ð�Ò
Ð ¾�Î�Ï	Ò2Á/Î£Þ$ÆZ¿�À�Á¢ò$Ï�ÃÎ�Ç�Ã{¿�ÐÄÒ¢Î�Ð N,Á;Ç�Á;¾$¿�ÐÄÃyÂ)Ü
ptÀ�Á�Å�ÁvÒ2Ê¾�ÎZÒ;Êy¾	Î�Ð¥¿�ÐÄÊy¾<ËaÁ/Ãy¾�ÅE¿�À�Ã{¿n¿�À�Á�Ñ,Á/Ç�Ð ËaÁ2¿�Á/ÇnÊÍ\Ã�Ò2ÂÄÊªÅ�Á/Îñ¿�Ç�Ã�ë�Á/Ò'¿�ÊÇ�ÆZÃyÇ�ÊÏ�¾	Î

xi
ÐÄÅ
pi
Ü�ptÀ�Á�¿�À�Ð Ç�ÎUÒ2Ê¾�Î�Ð¥¿�Ð Ê¾dÅ�Ã/Æ�Åt¿�À	Ã{¿�¿�À�Á¢Ò;Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂMÉÇ�ÃyÑ�ÀUÒ2Ï�¿�Åt¿�À�ÁSÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?ÐÄ¾ª¿�Ê

nÑ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á/Î£Î�ÐÄÅ�Ô¨Å�Î�Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ,Á/Î£Þ$Æµ¿�À�Á?Ò2ÂÄÊÅ�Á/ÎZ¿�Ç�Ã�ë�Á/Ò'¿�ÊÇ�Ð Á/Å/Ü!c*¾£¿�À�ÐÄÅ�Ò/ÃÅ�ÁÈ
Γq

Ò;Êy¾	Å�ÐÄÅ�¿�Å�Ð ¾
Å�Á;ÉËaÁ;¾$¿�Åqë�ÊÐ ¾�Ð ¾�ÉµÝ;Á;Ç�Ê¨Á/Å�ÊÍ\¿�À�Á¢Î�Ð N,Á;Ç�Á/¾ª¿�ÐÄÃyÂ)ÜEbdÊÇ�Á;ÊvÓªÁ/Ç/È�ÃyÂ Â�Ð¥¿�Å�ÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å9ÃyÇ�ÁSÃ{¿9Â Á/ÃÅ�¿
¿�Ç�Ð¥ÓÃ{ÂÄÁ;¾$¿/Ü�c*¾	Î�Á;Á/Î�È¨ÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å�ÃyÇ�Á?Ý;Á;Ç�Ê¨Á/ÅtÊyÍ

q
È�Ã{¾	Îñ¿�À�Ð�ÅtÁ2í�Ò2ÂÄÏ�Î�Á/ÅnËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á;¾$¿tÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ

è Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�É¢¿�ÊGã�Ç�Å�¿jÊÇ�Î�Á;ÇjÑ,ÊÂ ÁvÅ�ì!Ãy¾	ÎaÞ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾$¿EÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å è Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Ê¾�Î�Ð ¾�É?¿�ÊGÅ�ÊËaÁÇ�Á;ÉÏ�Â�ÃyÇ�Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å�ì'Ü
 �!#"�$#%&"�' �&*,(+*µÖ�× �vÙ � 0T9

C
@40j: <4>6?dQ�:R<T9 	 5F0�?A:6B�B 7�JK1
ZT:R<40 >�ZWaR0�B�JK7

g
LM5
9,/ :A7i0�9

X = (x1, . . . , xn)
>�Z
n
Q�JKB&<�9
J�1�0�7P7�J�<�/ 9,/+:D9

2g − 2 + n > 0
:6B&[

n > 0
k -&/+0�B



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� �����

:6B �
n
^ 9
JlQCGU0

(p1, . . . , pn) ∈ R
n
>0

>�ZcQ�0�1�5,?A0T9E0�147P[R0T9F0�1�?j5,BC0�7A:e7�5OBKa GU0P0TGU0�?A0�B9
w

>�Z

St(C,X)
7�J�<�/�9,/+:D9Y9O/+0 Q�0�1�5O?P0T9E0�1�:612>6JKBC[

xi
587
pi
k

ptÀ�Á�ÍðÊÂÄÂ ÊvÕ9Ð ¾�ÉGÑ�Ç�ÊÑ�ÊÅ�Ð¥¿�ÐÄÊy¾ZÅ�À�ÊvÕ�Å�¿�À�Ã{¿ m ¿�Ç�Á;Þ,Á;Â,Î�Ð N,Á;Ç�Á;¾$¿�ÐÄÃyÂÄÅEÞ�Á;À�Ã/ÓªÁ�ÕtÁ;Â Â,Ï�¾	Î�Á;ÇjÂ Ð Íð¿��
Ð ¾�Éa¿�À�Ç�ÊÏ�ÉÀ<Ç�ÃyËaÐ ã�Á/ÎUÒ2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�ÉªÅ;Ü
� %&$ ��$�� H L Hf$�I �&* MC* � 0�9

[p : C → S]
@20;7i>6?P0j<TGU:�747h>�Z 12:6?h5 XY04[ <4> �D0�1�5,BKa67h@40�9
L 020�B

9,L >A<4>6?WQ�:R<T9
	c5f0�?P:6B�B 7�JK1
ZT:R<40�7ik � 0T9
Y
@40�9,/+0d7i0T9 >�Z�@�12:6BC<�/�Q�>65,B9,7 S b 5
9,7�<4:612[65,BC:DG S:6BC[

X
@20 9,/+0P7i0T9;>�Z 12:6?j5 X <2:D9
5F>6B Q�>65OB9,7ik��h0�BC>D9E0�@��

ex
9,/+0e?jJ�G 9
5 QCGb5f<�5
9 �=>�Z

x ∈
X
k	-&/+0�B 02:R<�/

b
^E9
JlQ&G`0

(p1, . . . , pb)
>�Z�7�9
1�5f<T9fG � Q�>�7�5
9,5��D0�1202:DG B�JK?P@40�127j[R0T9E0�1�?h5,BC0�7h:

JKB�5 ��J�0	<4>6JlQCGU0	>�Z ��9
1�0l@40TG [65 �W0�120�B9
5f:DG 7
wC ∈ St(C,X)

:6BC[
wS ∈ St(S, Y ) S 7�J�<�/9O/�:D9

p∗(wS) = wC S
:6BC[j9,/+0 Q�0�1�5,?A0T9E0�1 >�Z :P<TGU>�7T04[ 9
1�: �i04<T9E>61��P>�Z

wC
:612>6JKB&[

x ∈ XLI/_5F<�/ ?A:4Q7�>6B9E>
yj ∈ Y

587
expj

k

� %&$ $KG&*�éåÁSã�Ç�Å�¿hÃyÑ�Ñ�Â¥Æ m ¿�Ç�Á/Þ,Á;Â�Ú Å�¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë ¿�Êµ¿�À�ÁSÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
S
Á;¾�Î�ÊvÕnÁ/Î<Õ9Ð¥¿�ÀU¿�À�Á

b
�

¿�Ï�Ñ�Â Á
(pj)j∈{1,...,b}

ÜqéåÁ¢ÊyÞ�¿�Ã{ÐÄ¾UÃ�Ï�¾�Ð�òªÏ�Á�Á/Â Á;ËaÁ;¾$¿
wS

ÊÍ St(S, Y )
Å�Ï�Ò�À£¿�À�Ã{¿

wS =

−(pj)
2(dzj/zj)

2 ÃyÇ�ÊÏ�¾	Î yj ∈ Y ÜOptÀ�Á;¾�Ò2Ê¾	Å�ÐÄÎ�Á;Ç\¿�À�ÁEÑ�Ï�Â ÂÄÞ�ÃÒ�Ô p∗(ws) = Φ(ẑ)(dẑ)2
Ü

��ÊÇ¢ÂÄÊ¨Ò/Ã{ÂEÒ2Ê¨ÊÇ�Î�ÐÄ¾�Ã{¿�Á/ÅSÅ�Ï�Ò�ÀJ¿�À	Ã�¿
p(ẑ) = z

È\Ð¥¿GÐÄÅSÎ�Á;ã�¾�Á/ÎçÞ$Æ
p∗(ws) = Φ(z)(dz)2

Ü
c*ÍEÑ�Ç�Á/Ò2ÐÄÅ�Á/Â¥Æ

z = ẑex
È�¿�À�Á;¾

(dz/z)2 = e2x(dẑ/ẑ)
2 ÈMÅ�Ê£¿�À�Ã{¿�¿�À�ÁÌÊ¾�Â¥ÆóÑ,ÊÂ Á/Å?ÊyÍEÊÇ�Î�Á;Ç¿*ÕnÊSÊÍ

p∗(ws)
ÃyÇ�Át¿�À�Á9Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾µÑ�ÊÐ ¾$¿�Å;Ü!bdÊÇ�Á/ÊvÓªÁ;Ç�Ñ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç�ÅjÊÍ

p∗(ws)
ÃyÇ�Á�¿�À�Á

expj
ÜEptÀ�ÁSÒ2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂMÉÇ�ÃyÑ�ÀUÊÍ

p∗(wS)
ÐÄÅt¿�À�ÁSÑ�Ï�Â Â Þ	ÃÒ�ÔZÊÍ

ΓwS

È	Ãy¾�Î<Ð¥¿�Å9Ò�À	ÃyÇ�ÃÒ'¿�Á;Ç�ÐÄÅ�¿�ÐÄÒ
Ç�Ð ¾�ÉµÎ�ÊËµÃyÐ ¾	Å�ÃyÇ�Á¢¾�Á/Ò2Á/Å�Å�ÃyÇ�ÐÄÂ¥ÆUÎ�ÐÄÅ�Ô�Å�Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/Î<Ã{¿�¿�À�Á¢Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾dÑ,ÊÐ ¾$¿�Å/È�Å�Êa¿�À	Ã{¿
p∗(wS) ∈ St(C,X)

Ü Dh¾�ÐÄò$Ï�Á;¾�Á/Å�ÅGÐÄÅ�ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�ÁvÎäÞªÆäÃm¾�Á2Õ ÃyÑ�Ñ�ÂÄÐÄÒ;Ã{¿�Ð Ê¾ßÊÍ m ¿�Ç�Á;Þ,Á/Â)Ú Å
¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUÜ

�

c*Í�ÕtÁj¿�ÃyÔÁ
[C,ϕ] ∈ Hg(G,R)

È{¿�À�Á/¾G¿�À�ÁtÅ�ÃyËÌÁtÃyÇ�ÉÏ�ËÌÁ/¾ª¿�ÅMÆ�Ð Á/ÂÄÎ�Ã m ¿�Ç�Á;Þ,Á;Â�Î�Ð N,Á;Ç�Á;¾$¿�ÐÄÃyÂ
q
Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁS¿�Ê

C
Ãy¾�Î<¿�Êµã�í¨ÁvÎ<Ñ�ÊyÐÄ¾ª¿�Å;È�ÐÄ¾ªÓyÃyÇ�Ð�Ãy¾ª¿hÏ�¾	Î�Á;Ç

ϕ(G)
ÜtbdÊÇ�Á;ÊvÓªÁ;Ç/È�¿�À�ÁGÃÒ'¿�ÐÄÊy¾

ÊÍ
ϕ(G)

Ê¾
q
Ð ¾�Î�Ï�Ò;Á¢ÃÌÍðÇ�Á/Á?ÐÄÅ�ÊyËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒSÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊ¾<Ð¥¿�Å9Ò2Ç�Ð ¿�ÐÄÒ/ÃyÂ�ÉÇ�ÃyÑ�À�Ü

éåÁGÃ{Â�Å�Êµ¾�Á;ÁvÎUÃaËÌÊÇ�ÁSÑ�Ç�ÁvÒ2ÐÄÅ�Á¢ÓªÁ;Ç�Å�Ð Ê¾dÊÍ m ¿�Ç�Á;Þ�Á;Â)Ú Å�¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë]Í�ÊyÇ�¿�À�ÁSÒ/ÃyÅ�Á¢ÊÍOo9Ð Á��
ËaÃy¾�¾SÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å�Õ9Ð ¿�À¢¾�Ê�Î�ÁvÅ;Ü�iMÁ;¿

T
Þ,ÁjÃ�Ò2ÊËaÑ�ÃÒ'¿\o9Ð Á;ËµÃy¾�¾GÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁqÕ9Ð ¿�À

n ≥ 1
Ñ�Ï�¾	Ò��

¿�Ï�Ç�Á/Å
P = (P1, . . . , Pn)

È�Ãy¾	Î
m
¿�Ð ÁvÅ

Q = (Q1, . . . , Qm) è Å�ÊËaÁhÊy¿�À�Á/ÇnÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉyÏ�ÐÄÅ�À�Á/ÎÑ,ÊÐ ¾$¿�Å/ÈOÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�Ò2¿GÍ�Ç�ÊË ¿�À�ÁñÑ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á/Å�ì'Ü£ptÀ�Á;¾åÕnÁñÒ2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;ÇS¿�À�ÁñÅ�Á;¿ St′(T, P,Q)
ÊÍ

òªÏ	ÃÎ�Ç�Ã{¿�ÐÄÒ�Î�Ð N,Á;Ç�Á;¾$¿�ÐÄÃyÂ)È�À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�Ê¾
T\(P ∪Q)

È¨Õ9Ð ¿�À<¿�À�Á�Ñ�Ç�ÊÑ,Á;Ç�¿�Ð ÁvÅ�áÈ ×SÃy¾	Î��
Å�¿�Ã{¿�Á/ÎñÊyÏ�¿tÃ{Þ�ÊvÓªÁ è Ç�Á;Ñ�ÂÄÃÒ2Á xi Þ$Æ Pi ì�È¨Þ�Ï�¿jÕtÁhÃyÂÄÅ�ÊÌÎ�Á;ËµÃy¾	Îa¿�À	Ã{¿j¿�Ð Á/ÅnÃyÇ�Á9ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅEÊÇËÌÐ�Î�Î�Â Á/Å?ÊÍjÁvÎ�ÉÁ/Å�ÊÍj¿�À�ÁaÒ2Ç�Ð ¿�ÐÄÒ/ÃyÂ!ÉÇ�ÃyÑ�ÀMÜGfhÁ;¾	Ò2ÁÈ�¿�À�Á2ÆóÃyÇ�ÁaÑ,ÊªÅ�Å�Ð Þ�Â¥ÆóËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á;¾$¿¢ÊÇ
Þ�Ð¥ÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿9ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å�ÊÍM¿�À�Á¢Ò2Ç�Ð¥¿�Ð�Ò;ÃyÂ�ÉÇ�ÃyÑ�À�Ü
 �!#"�$#%&"�' �&*��&* � 0T9

T
@40P: <4>6?dQ�:R<T9 	 5F0�?P:6B�BV7�JK1
ZT:R<20P>�Z�a_0�B�J_7

g S Lg5,9,/=:e7i0T9W>�Z

n ≥ 1
Q�J�BC<T9
JK120�7

P = (P1, . . . , Pn) S
:6BC[ :A7i0T9 >�Z

m
9,5F0�7

Q = (Q1, . . . , Qm) S 7�J�<�/9O/�:D9
2g − 2 + n + m > 0

:6BC[
n ≥ 2

5 Z
g = 0

k=-#/+0�B�04:R<�/
b
^E9
J�QCG`0

(p1, . . . , pn) ∈
R
n
>0

[R0�9E0�1�?j5OB&0�7 : J�B�5 ��J0V0TGU0�?A0�B9 >�Z St′(T, P,Q)
Lg5,9,/VQ�0�1�5O?P0T9E0�147 0���J:DGW9E>

pi:61�>DJKBC[
Pi
k

� %&$ $KG&* �hÅ�Å�Ï�ËÌÁn¿�À�Ã{¿
m = 2k

Ü'D�Å�Ð ¾�Éh¿�À�Áto9Ð Á/ËaÃy¾�¾�Ú ÅqÁ2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾	Ò2Án¿�À�Á/ÊyÇ�Á;Ë è ¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë×¨Ü �$ì'È9ÕnÁm¿�ÃyÔÁçÃßÎ�ÊÏ�Þ�Â ÁJÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É
p : R → T

Ç�ÃyËaÐ ã�ÁvÎêÊ¾�Â ÆêÃ{¿£¿�À�Áó¿�Ð ÁvÅ;Ü ptÀ�Á
Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á

R
ÐÄÅ!Á;¾	Î�ÊvÕnÁ/ÎGÕ9Ð¥¿�ÀÌ¿�À�ÁtÏ�¾�Ð�òªÏ�Á�Ò2ÊËaÑ�Â Á;íÌÅ�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�Á9Å�Ï�Ò�À�¿�À�Ã{¿!¿�À�ÁtÑ�Ç�Êyë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾



����� ��� � � ���	�
���$� � ¡
Þ,Á/Ò2ÊËaÁ/ÅaÀ�ÊÂ ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒyÜ �jÏ�¿

(S1
i , S

2
i ) = p−1(Pi)

Ãy¾	Î
Tj = p−1(Qj)

ÜïéåÁUÀ	Ã/ÓªÁ
g(R) = 2g− 1 + k

Þ$Æµo9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾�ôªfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝÈ�Ãy¾	Îµ¿�À�ÁhÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð¥¿�Æ£Ò2Ê¾	Î�Ð¥¿�Ð Ê¾<ÃÅ�Å�Á;Ç�¿�Åj¿�À�Ã{¿
2g(R) − 2 + 2n > 0

Ü£éåÁñÃyÑ�Ñ�Â Æ m ¿�Ç�Á;Þ�Á;Â)Ú Å¢¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë ¿�Ê
R
õG¿�À�Á/Ç�ÁµÁ2í�ÐÄÅ�¿�Å�ÃUÏ�¾�Ð�òªÏ�Á

Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿
w
ÊÍ St(R, (S1

i , S
2
i )i)

Õ9Ð¥¿�ÀñÑ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç�ÅjÁvòªÏ	ÃyÂ�¿�Ê
(p1, p1, p2, p2, . . . , pn, pn)

Ü
i\Á2¿

α
Þ,ÁE¿�À�ÁEÊÇ�Î�Á;Ç\¿�ÕnÊ�Î�Á/Ò�Ô�¿�Ç�Ãy¾�Å�Í�ÊÇ�ËµÃ{¿�ÐÄÊy¾�ÊÍ�¿�À�ÁtÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�ÜOptÀ�Á;¾

α(S1
i ) = S2

i

È
Ãy¾�ÎJÏ�¾�Ð�òªÏ�Á;¾�Á/Å�Å?Ð ¾ m ¿�Ç�Á;Þ,Á/Â)Ú Å�¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë ¿�Á;Â Â�Å¢Ï	Å�¿�À	Ã�¿

α∗(w) = w
ÜA�	Ï�Ç�¿�À�Á;Ç�ËaÊÇ�ÁÈ

αÐ ¾�Î�Ï	Ò2Á/ÅtÃy¾£ÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÆZÊÍ�¿�À�Á?Ò2Ç�Ð¥¿�Ð�Ò;ÃyÂ�ÉÇ�ÃyÑ�À
Γw

��Ãy¾	ÎZÅ�ÐÄ¾�Ò2Á
α(Tj) = Tj

È¨¿�À�Á/Å�Á�Ñ�ÊÐ ¾$¿�Å
Þ,Á;Â Ê¾�ÉÌ¿�Ê

Γw
Ü�ptÀ¨Ï�Å;È¨¿�À�Á2Æ<ÃyÇ�Á�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅtÊÍ\Á;ÓªÁ;¾£ÓyÃyÂ Á/¾�Ò'Æ è Ñ�ÊÅ�Å�Ð Þ�Â Æ£Þ�Ð ÓyÃyÂ Á;¾$¿'ìnÊÍ Γw

Ü
m Ð ¾	Ò2Á

α∗(w) = w
È�ÕnÁ?ÉÁ2¿�ÃaòªÏ	ÃÎ�Ç�Ã�¿�ÐÄÒ?Î�Ð N	Á/Ç�Á;¾$¿�ÐÄÃyÂ

q
Ê¾

T
Å�Ï	Ò�À<¿�À	Ã{¿

p∗(q) = w
Ü

ptÀ�Á¢Ñ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å
Pi
ÃyÇ�Á¢Ð¥¿�Å9Ñ,ÊÂ Á/Å9ÊÍOÊÇ�Î�Á;Ç�¿�ÕnÊ�È�¿�À�Á¢Ñ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç�Å�ÃyÇ�ÁSÉÐ¥ÓªÁ;¾UÞ$Æ£¿�À�Á

pi
È

Ãy¾�Î�Ò2ÂÄÁ/ÃyÇ�Â¥Æ
q ∈ St′(T, P,Q)

ÜOc�Í�¿�À�ÁnÓyÃyÂ Á;¾	Ò'ÆGÊyÍ�¿�À�ÁEÓªÁ;Ç�¿�Á2í
Tj
ÐÄÅ

2v
¿�À�Á;¾G¿�À�ÁEÓyÃyÂÄÁ;¾�Ò2Æ

ÊÍ
Qj

ÐÄÅ
v
È�Ñ,ÊªÅ�Å�Ð Þ�Â¥Æ£ÁvòªÏ	ÃyÂ�¿�ÊaÊ¾�ÁÜ�Dh¾�ÐÄò$Ï�Á/¾�Á/Å�Å�ÊÍ

w
ÉyÐ ÓªÁ/ÅtÏ�¾�Ð�òªÏ�Á;¾�Á/Å�ÅtÊÍ

q
Ü

c�Í
m = 2q+1

ÈÕnÁt¿�ÃyÔÁ9ÃSÎ�ÊÏ�Þ�Â Á�Ò2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�É¢Ç�Ã{ËaÐ ã�Á/ÎaÊ¾�Â¥ÆÌÐ ¾
Q1, . . . , Q2k

¿�ÊSÞ�Ç�ÐÄ¾�É
Ï�ÅtÞ	ÃÒ�Ôñ¿�Êa¿�À�Á?Ñ�Ç�Á2Ó�Ð ÊÏ	Å�Ò;ÃÅ�ÁÜ

�

�j³��å¸�?�=��n½)¼�? ���£¹\¶@C{·y¸$»j¼�·ª½)¹O¶ ¹��	�£¹�
�A	¸¨½�¶��C
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I � *
(+*SÖ ái�{Ù�Ö �{Ù#� Z�:D9f^
aD12:4Q/

Γ
ÐÄÅtÉÐ¥ÓªÁ;¾£Þ$Æ£ÃGã�¾�Ð ¿�Á?Å�Á;¿

A(Γ) è ÊÍMÊÇ�ÐÄÁ;¾$¿�Á/ÎÁ/Î�ÉÁvÅ�ìjÃy¾	ÎZÞªÆñ¿�ÕnÊÌÑ,Á/Ç�ËGÏ�¿�Ã{¿�Ð Ê¾	Å
σ0
Ãy¾	Î

σ1
ÊÍ�¿�À�Ð�ÅtÅ�Á2¿vÈ�Õ9À�Á;Ç�Á

σ1
ÐÄÅ�Ãy¾£Ð ¾$ÓªÊÂ Ï�¿�Ð Ê¾

Õ9Ð¥¿�À�ÊÏ�¿9ã�í�Á/Î£Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å;Ü
�9ÂÄÂ�Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å�Õ9Ð Â Â9Þ,ÁdÒ2Ê¾�¾�Á/Ò2¿�Á/Î�õ£ÕnÁdÃÅ�Å�Ï�ËaÁ<¿�À	Ã{¿a¿�À�ÁUÉÇ�ÊÏ�Ñ ÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�Á/Î Þ$Æ

σ0Ãy¾�Î
σ1 è ¿�À�Á�Å�ÊD��Ò;ÃyÂ Â Á/Î£Ò;ÃyÇ�¿�ÊÉÇ�ÃyÑ�À�Ð�Ò9ÉÇ�ÊÏ�Ñ�ì!ÃÒ2¿�Åj¿�Ç�Ãy¾	Å�Ð¥¿�Ð¥ÓªÁ;Â¥ÆZÊ¾ñ¿�À�ÁhÅ�Á;¿nÊÍ�ÊÇ�Ð Á;¾$¿�Á/ÎÁ/Î�ÉÁvÅ;Ü
ptÀ�Á<ÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒUÁ/Î�ÉÁvÅaÃyÇ�Á<¿�À�ÁUÊÇ�Þ�Ð¥¿�ÅaÊÍ

σ1(Γ)
ÈtÃy¾�Îß¿�À�Á<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅµÃyÇ�Á<¿�À�ÊªÅ�ÁUÊÍ

σ0(Γ)
ÜUéåÁZÎ�Á;¾�Êy¿�ÁñÞ$Æ

Ag(Γ)
Ãy¾	Î

V (Γ)
¿�À�Á/Å�Á£Å�Á2¿�Å;È!Ãy¾�ÎåÞ$Æ

a(Γ)
Ãy¾	Î

v(Γ)
¿�À�Á;Ð Ç

Ò;ÃyÇ�Î�ÐÄ¾�ÃyÂÄÅ;Ü �hÊy¿�Á�¿�À�Ã{¿
Γ
Ð�Å9ÃÌÉyÇ�Ã{Ñ�ÀMÜqc�Í

a ∈ A(Γ)
È�ÕnÁSÎ�Á/¾�Êy¿�Á?ÞªÆ

a(0)
Ð¥¿�Å�ÊÇ�Ð ÉÐ ¾dÃy¾	Î

ÞªÆ
a(1)

Ð ¿�ÅhÁ;¾�Î�ÜtéåÁS¿�ÃyÔÁS¿�À�Á�Ò2Ê¾$ÓªÁ;¾$¿�Ð Ê¾d¿�À	Ã{¿
a(1)

Ð�Å�¿�À�Á
σ0
�*ÊÇ�Þ�Ð¥¿hÊÍ

a
Ãy¾	Î

a(0)ÐÄÅn¿�À�Á
σ0
��ÊÇ�Þ�Ð¥¿9ÊÍ

σ1(a)
Üg�	ÊÇ9Ò2Ê¾ªÓªÁ;¾�Ð Á;¾	Ò2ÁÈ�ÕnÁ¢ÊÍ�¿�Á;¾UÑ�Ï�¿

ā = σ1(a)
Ü

éåÁGÎ�Á;ã�¾�Á
σ2(Γ) = σ1(Γ)σ0(Γ)−1 È,Å�Ï	Ò�À<¿�À	Ã�¿ σ0σ1σ2 = 1

ÜnptÀ�Á¢ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å�ÊÍ
σ2(Γ)ÃyÇ�ÁaÒ/ÃyÂ Â Á/ÎJ¿�À�Á Z�:R<40�7µÊÍ

Γ
ÜÌéäÁµÎ�Á/¾�Êy¿�Á�¿�À�ÁµÅ�Á2¿SÊÍEÍ�ÃÒ2Á/Å¢ÞªÆ

F (Γ)
Ãy¾	ÎJÐ¥¿�Å¢Ò/Ã{Ç�Î�Ð ¾	ÃyÂ

ÞªÆ
f(Γ)

Ü ptÀ�ÁóÂ Á;¾�Éy¿�À ÊyÍGÃßÒ'Æ�Ò2Â ÁJÊyÍ
σ0(Γ) è Ç�Á/Å�Ñ�Ü σ2(Γ)

ìµÐÄÅZ¿�À�ÁmÓyÃyÂ Á/¾�Ò'ÆîÊÍ?¿�À�Á
Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Ê¾�Î�Ð ¾�ÉÌÓªÁ;Ç�¿�Á;í è Ç�Á/Å�Ñ�Ü�Í�ÃÒ2Á�ì'Üg�ÓªÁ;Ç�Æ£Í�ÃÒ2Á¢ÐÄÅ9Ãy¾<ÊÇ�Ð Á;¾$¿�Á/Î<Â Ê¨ÊÑ�È�Í�ÊÇ/È�ÐÄÍ

b = σ2(a)
¿�À�Á;¾

b(0) = a(1)
Ü

�hÅMÃy¾?Á;í�ÃyËaÑ�Â ÁÈ{ÃtÉÇ�ÃyÑ�À
Γ
Á/ËGÞ,Á/Î�Î�Á/Î?Ð ¾GÃ�Ò2ÊËaÑ	ÃÒ'¿MÊÇ�Ð Á;¾$¿�Á/Î¢Å�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á�ÐÄÅMÃt¿�ÊÑ�ÊyÂÄÊÉ6�

ÐÄÒ;ÃyÂ¨Ç�ÁvÃ{ÂÄÐ Ý/Ã{¿�Ð Ê¾ÌÊÍ	Ã�Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�ÀMÜ\ptÀ�ÁEÑ,Á/Ç�ËGÏ�¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾
σ0
ÊÍ

Γ
ÐÄÅOÉÐ¥ÓªÁ;¾ÌÞªÆS¿�À�ÁEÑ�Ç�Êyë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾

ÊÍM¿�À�Á?¾�Á;Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê¨Ê¨Î�ÅnÊÍ\¿�À�Á�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ;Á/Å�Ê¾£¿�À�Á�¿�Ãy¾�ÉÁ/¾ª¿9Ñ�ÂÄÃy¾�Á/Å�Ã{¿�¿�À�Á/Å�Á¢Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å;Ü
ptÀ�Á?ÉÁ;¾¨Ï�Å

g(Γ)
ÊÍM¿�À�Á¢Í�Ã{¿��*ÉyÇ�ÃyÑ�À

Γ
ÐÄÅt¿�À�Á;¾UÎ�Á;ã�¾�Á/Î£Þ$ÆZ¿�À�Á?gjÏ�ÂÄÁ;Ç�Í�ÊÇ�ËGÏ�Â�Ã�õ

2− 2g(Γ) = v(Γ)− a(Γ) + f(Γ).

� ËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë
f : Γ → Γ′ Þ,Á2¿�ÕnÁ/Á;¾â¿�ÕnÊóÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	ÅSÐÄÅaÃdËµÃyÑ f : A(Γ) → A(Γ′)Õ9À�ÐÄÒ�ÀçÅ�Ã{¿�ÐÄÅ�ã�Á/Å�¿�Ê

f ◦ σi = σ′
i ◦ f for ∈ {0, 1, 2} ÜGc�Í f ÐÄÅ�Þ�Ð ë�ÁvÒ'¿�Ð ÓªÁÈ�¿�À�Á;¾ f ÐÄÅ¢Ã{¾ÐÄÅ�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜåc*¾ß¿�À�ÐÄÅaÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�ÐÄÊy¾ ÊÍ9Ãy¾ßÐ�Å�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÈ!ÕtÁ£ÃÅ�Å�Ï�ËaÁZ¿�À�Ã{¿ÌÍ�ÃÒ2Á/ÅÌÒ;Ãy¾
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Þ,ÁµÁ;í�Ò�À�Ãy¾�ÉÁ/Î�Ü£c�ÍEÕtÁZÅ�Ñ,Á/Ò;Ð Í�ÆåÅ�ÊyËaÁZÒ2ÊÂÄÊyÇ�ÅSÊy¾å¿�À�ÁZÅ�Á2¿�ÊyÍtÍ�ÃÒ2Á/Å;È\¿�À�Á;¾åÕnÁZÃÅ�Ôó¿�À	Ã{¿
ÐÄÅ�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅjÇ�Á/Å�Ñ�Á/Ò'¿j¿�À�Á/Å�Á�Ò;ÊyÂÄÊÇ�Å;Ü!ptÀ�Á è Í�Ï�Â ÂðìW:6J�9E>6?A>61EQ/_5O7�? aD1�>6J�Q

Aut(Γ)
ÐÄÅ�¿�À�Á

Ò2Á;¾$¿�Ç�ÃyÂÄÐ Ý;Á;Ç9ÊÍ
σ1
Ãy¾�Î

σ2
Ð ¾<¿�À�Á¢ÉÇ�ÊÏ�Ñ<ÊÍqÃyÂ Â�Ñ,Á/Ç�ËGÏ�¿�Ã{¿�Ð Ê¾	ÅtÊÍ

A(Γ)
Ü

�qÐÄÉÏ�Ç�ÁZá�Å�À�ÊvÕ�ÅhÃñÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀmÊyÍ�ÉÁ;¾¨Ï�Å�Ê¾�Á�Î�Á/Å�Ò;Ç�Ð Þ,Á/ÎmÞªÆdÐ¥¿�Å�Ò;ÃyÇ�¿�ÊÉÇ�ÃyÑ�À�Ð�Ò¢ÉÇ�ÊÏ�Ñ
σ0(∆) = (abdc)(āb̄c̄d̄)

È
σ1(∆) = (aā)(bb̄)(cc̄)(dd̄)

È
σ2(∆) = (ac̄bādb̄)(cd̄)

Ü

d

d̄

c

c̄

b̄

b
ā

a

��� �������
	���������������������
∆ � �����! �"�# �  ���$

i\Á2¿
Γ
Þ,ÁUÃçÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�Ü\� ËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ

m
Ê¾

Γ
ÐÄÅµÉÐ¥ÓªÁ;¾ïÞ$ÆßÃçËaÃyÑ

m : Ag(Γ) →
P(R

a(Γ)
>0 )

�hÕtÁóÅ�Ã/Æï¿�À	Ã�¿
m(e)

ÐÄÅZ¿�À�ÁmÂ Á/¾�Éy¿�ÀêÊÍ�¿�À�ÁóÉÁ;ÊËÌÁ;¿�Ç�Ð�ÒmÁ/Î�ÉÁ
e
Ü éåÁó¾�Êy¿�Á

(Γ,m)
ÃåÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À Á;¾	Î�ÊvÕnÁvÎ Õ9Ð¥¿�ÀêÃåËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒyÈ�Ãy¾�ÎïÕnÁmÒ;ÃyÂ ÂhÐ¥¿<Ã 	 5F0�?A:6B�B�5F:6B Z�:D9f^

aD1�:4Q/¨ÜçptÀ�ÁZÑ,Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á/Ç
p(F )

ÊÍ�ÃmÍ�ÃÒ2Á
F = (a1, . . . , ak)

ÊÍ
(Γ,m)

ÐÄÅÌÎ�Á/ã�¾�Á/ÎäÞ$Æ
p(F ) =

∑k
i=1m({ai, āi})

Ü
��¾dÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËAÞ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾U¿*ÕtÊµo9Ð Á/ËaÃy¾�¾�Ð�Ã{¾mÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	ÅtÐÄÅhÒ/Ã{ÂÄÂ Á/ÎmÃy¾UÐÄÅ�ÊyËaÁ2¿�Ç�ÆdÐ Í

Ð¥¿�Ñ�Ç�Á/Å�Á/Ç�ÓªÁ/ÅSÂ Á;¾�Éy¿�À	ÅSÊÍ�Á/Î�ÉÁ/Å;ÜUéåÁ£Î�Á;¾�Êy¿�ÁñÞ$Æ
Aut(Γ,m)

¿�À�ÁñÉÇ�ÊÏ�ÑäÊÍtÐ�Å�ÊËÌÁ;¿�Ç�ÐÄÒ
ÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅtÊÍ

(Γ,m)
Ü

�hÐ ÓªÁ;¾
Γ
È\ÕnÁZÒ/Ã{¾äÇ�ÁvÃyÂ Ð Ý;ÁZÐ ¿�ÅGÍ�ÃÒ2ÁvÅSÃÅSÊÇ�Ð Á;¾$¿�ÁvÎåÑ,ÊÂ Æ¨ÉÊ¾	ÅSÐ ¾å¿�À�ÁñÑ�Â�Ã{¾�ÁÈqÃy¾	Îåã�ÂÄÂ

Ð ¾äÞ$ÆçÑ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎåÎ�ÐÄÅ�Ô�Å;ÜdptÀ�Á/¾åÉÂÄÏ�Ð ¾�Éd¿�À�Á;Ë Õ9Ð¥¿�À
σ1

ÉyÐ ÓªÁZÃ{¾äÊÇ�ÐÄÁ;¾ª¿�ÃyÞ�ÂÄÁZÒ;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿
Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á

F (Γ)
ËaÐ ¾¨Ï	Å

f(Γ)
Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å è Ê¾�Á�ÍðÊÇEÁ/ÃÒ�ÀZÍ�ÃyÒ;Á�ì�È$¿�ÊÉÁ2¿�À�Á;ÇjÕ9Ð¥¿�ÀZÃy¾ZÁ;ËGÞ,ÁvÎ�Î�Ð ¾�É

i : |Γ| ↪→ F (Γ)
Å�Ï�Ò�À<¿�À�Ã{¿

i(|Γ|) ÐÄÅ�ÃaÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÞªÆUÎ�Á;Í�ÊÇ�ËaÃ{¿�Ð Ê¾UÊÍ F (Γ)
ÜjéåÁ?Õ9ÐÄÂ Â\Å�Á/Á

¿�À	Ã{¿9Å�ÊËaÁ¢ËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ?Ê¾
Γ
Î�Á2¿�Á;Ç�ËaÐ ¾�Á/Å9Å�ÊËaÁSÒ2ÊËaÑ�Â Á;í<Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�Á?Ê¾

F (Γ)
Ü

�	Ç�ÊË ¿�À�Á<ÐÄ¾�Î�Ï�Ò2ÁvÎâÐ�Å�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾ ã�Ç�Å�¿aÀ�ÊËaÊy¿�ÊÑ$ÆâÉyÇ�ÊyÏ�Ñ	Å
π1(|Γ|)

Ãy¾	Î
π1(F (Γ))

ÕnÁGÎ�Á/Î�Ï�Ò;Á?¿�À	Ã{¿
g(Γ) = g(F (Γ))

Ü �	ÊÇ/È�Ê¾dÊ¾�Á¢À	Ãy¾�Î�È
π1(F (Γ))

ÐÄÅhÃaÍ�Ç�Á;Á
ÉÇ�ÊÏ�ÑSÊÍ�Ç�Ãy¾�Ô

2g(F (Γ))+f(Γ)−1
ÈÃy¾	Î¢Ê¾S¿�À�ÁEÊy¿�À�Á;Ç\À	Ãy¾�Î�È

π1(|Γ|)
ÐÄÅ\ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�¿�Ê

¿�À�Á�Í�Ï�¾	Î�ÃyËaÁ;¾$¿�ÃyÂyÉÇ�ÊÏ�Ñ¢ÊyÍ
Γ
Õ9À�ÐÄÒ�ÀSÐÄÅMÍ�Ç�Á;Á�ÊÍ�Ç�Ãy¾�Ô

a(Γ)−v(Γ)+1 = 2g(Γ)+f(Γ)−1
Ü

�,ÃÒ2Á/Å�ÊÍnÃ£Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À
Γ
Ñ�Ç�ÊvÓ¨Ð�Î�ÁaÅ�ÊËaÁaÑ�ÃyÇ�¿�ÐÄÒ2Ï�ÂÄÃyÇ¢Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å?ÊÍ�¿�À�ÁÌÍ�Ï�¾	Î�Ã{ËaÁ;¾$¿�ÃyÂ

ÉÇ�ÊÏ�Ñ
π1(Γ, p)

ÊÍ
Γ
ÜñiMÁ2¿

(a1, a2, . . . , ak)
Ã<Í�ÃÒ2ÁµÊÍ

Γ
È�Õ9Ð¥¿�À

ai = σi−1
2 (a1)

Ü �ÊÐ ¾
a1(0)

¿�Ê�¿�À�ÁjÞ	ÃÅ�Á�ÓªÁ/Ç�¿�Á2í
p
Þ$ÆSÃ{¾GÊÇ�ÐÄÁ;¾$¿�Á/ÎGÑ�Ã{¿�À

α
ÈyÃy¾	ÎGÒ2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;Ç\¿�À�ÁjÀ�ÊËaÊy¿�ÊÑ$ÆSÒ2ÂÄÃÅ�Å

ÊÍ$¿�À�ÁEÊyÇ�Ð Á;¾$¿�Á/ÎSÂ Ê¨ÊÑ
γ = αa1 · · · akᾱ

Ü �hÊ{¿�Á�¿�À�Ã{¿OÃy¾�Êy¿�À�Á;Ç\Ò�À�ÊÐ�Ò2ÁjÊÍ
α
Â Á/ÃÎ�Å�¿�ÊhÃ�Ò2Ê¾��

ë�Ï�ÉªÃ{¿�Á�Â Ê$ÊÑMÜg��¾�ÎZÐ ÍM¿�À�Á�Í�ÃÒ2Á�ÐÄÅtÉyÐ ÓªÁ;¾<ÞªÆ
(ai, . . . , ai−1)

Õ9Ð¥¿�À
i > 1

È$ÕnÁ�ÉÁ;¿n¿�À�ÁhÊÇ�Ð`�



� �%� ��� � � ���	�
���$� � ¡
Á;¾$¿�Á/ÎZÂ Ê¨ÊÑ

βai · · · ai−1β̄
È¨À�ÊËÌÊy¿�ÊÑ�ÐÄÒ�¿�Ê

(βai · · · al)(a1 · · · ai−1ai · · · al)(āl · · · āiβ̄)
È

Õ9À�ÐÄÒ�À<ÐÄÅ�ÃaÒ2Ê¾yë�Ï�ÉªÃ{¿�Á?Â Ê¨ÊyÑUÊÍ
γ
Ü

ptÀ�Á;Ç�Á;Í�ÊÇ�Á�¿�ÊGÁ/ÃÒ�ÀñÍ�ÃÒ2Á�ÐÄÅnÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á/ÎZÃ¢ÕnÁ;Â Â�Î�Á;ã�¾�Á/ÎñÒ2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'ÆµÒ2ÂÄÃÅ�ÅEÊÍ�Á;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�Å
ÊÍ
π1(Γ, p)

È�Õ9À�Ð�Ò�À<Õ9Ð Â ÂMÞ�Á¢Ò;ÃyÂ Â Á/ÎdÃ	G`>l>4QC^bZT:R<20;Ü
�,Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	ÅEÕ9À�ÊªÅ�Á�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å�Ã{Ç�Á¢Ã{¿9Â Á/ÃÅ�¿9¿�Ç�Ð¥ÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿hÃyÇ�ÁSÒ;ÃyÂ Â Á/Î 7�?P>l>D9,/<Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�Å;Ü

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I � * MC* �AÒ2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�ÉçÊÍ�Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å
p : Γ → ∆

Ð�ÅµÃóËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë ÊÍ�Í�Ã{¿��
ÉÇ�ÃyÑ�À	Å9Õ9À�ÐÄÒ�ÀçÅ�Ã{¿�ÐÄÅ�ã�Á/Åh¿�À�ÁÌÁ2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾�Ò;ÁÌÃy¾	ÎmÏ�¾�ÐÄò$Ï�Á;¾�ÁvÅ�ÅhÑ�Ç�ÊÑ�Á;Ç�¿�ÆdÊÍjÂ Ð Íð¿�Ð ¾�É<ÊÇ�Ð Á;¾$¿�Á/Î
Ñ�Ã{¿�À�Å;Ü�ptÀ�Á¢Ò;ÃyÇ�Î�Ð ¾�ÃyÂ�ÊÍMÓªÁ;Ç�¿�Á;í�Ú Åtã�Þ,Á/ÇtÐÄÅn¿�À�Á;¾UÒ2Ê¾	Å�¿�Ãy¾$¿võO¿�À�ÐÄÅ�ÐÄÅn¿�À�Á¢Î�Á;ÉÇ�Á/ÁÜM� Ò;ÊvÓ_�
Á;Ç�Ð ¾�ÉÌÊÍOo�Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾UÍ�Ã�¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�ÅtÐÄÅ9ÃaÒ2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�ÉÌÕ9À�Á;Ç�Á?Â Á;¾�Éy¿�À	Å�Á/Î�ÉÁ/Å9ÃyÇ�Á?Ñ�Ç�Á/Å�Á;Ç�ÓªÁvÎ�Ü
��Á;ã�¾�Á Hcomb(g, g′, d)

¿�ÊZÞ�ÁGÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2ÁÌÒ2Â�ÃÅ�Å�Á/ÅhÊÍjÎ�Á/ÉyÇ�Á;Á
d
Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅhÊÍ�Å�ËÌÊ¨Êy¿�À

o9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾UÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À	Å
[p : Γ→ ∆]

Õ9Ð¥¿�À
g(Γ) = g

Ãy¾	Î
g(Γ′) = g′

Ü
��ÅtÐÄ¾<¿�À�Á¢Ò/ÃÅ�Á?ÊÍOo9Ð Á;ËµÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å è ptÀ�Á/ÊyÇ�Á;ËA×¨Ü �$ì�ÕnÁ¢À�Ã/ÓªÁªõ
 �!#"�$#%&"�' � *��&*e-&/+0�120c5O7W:j@�5 �i02<T9
5F>6B�@20T9
LY040�B Hcomb(g, g′, d)

:6B&[;9,/+0 7i0T9I>�ZW<TG`:�747i0�7

[∆, l, ψ]
LM/+0�1�0

(∆, l)
587 :caR0�BJ_7

g′
7�?P>l>D9,/ 	c5f0�?P:6B�B�5F:6B Z�:D9f^
aD12:4Q/ S :6BC[ ψ 587c: aD12>6JlQ

/+>6?A>6?P>61EQ/_5O74?
π1(∆) → Sd

Lg5,9,/ 9
12:6B+7�5,9
5��D0;5,?A:ia_0 � [∆, l, ψ] = [∆′, l′, ψ′]
5 Z 9,/+0�1�0

043�5O7�9,7;:6B�5O7i>6?A0T9
1��
h : (∆, l)→ (∆′, l′)

:6BC[
θ ∈ Int(Sd)

7�J�<�/e9,/+:D9
θ ◦ψ = ψ′ ◦ h∗

k
c�¿OÕ9ÐÄÂ Â�Þ,Á/Ò;ÊyËaÁtÒ2Â ÁvÃ{Ç�ÃyÍ�¿�Á;ÇqptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë ��Ü ��¿�À	Ã{¿qÞ,Êy¿�ÀS¿�À�Á/ÊyÇ�Á;ËµÅ!×¨Ü �hÃy¾�Î ��Ü �hÃyÇ�ÁnÁ/ò$Ï�Ð ÓyÃ��
Â Á;¾$¿/È¨Ï�Å�ÐÄ¾�ÉS¿�À�Á�Í�ÃÒ'¿j¿�À�Ã{¿no9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾ZÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�ÅjÃyÇ�ÁhÎ�Á;Í�ÊyÇ�ËaÃ{¿�Ð Ê¾ñÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ2¿EÊÍ�Ñ�Ï�¾	Ò��
¿�Ï�Ç�Á/Îîo9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾kÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å;Ü7c�¾ Í�ÃÒ2¿/È�Ð¥¿<ÐÄÅ£¾�Êy¿<Î�Ð 
µÒ2Ï�Â¥¿£¿�ÊßÉÐ¥ÓªÁçÃßÎ�ÐÄÇ�Á/Ò'¿<Ñ�Ç�Ê$ÊÍ¢ÊÍ
��Ü ��Ü ��Ï�Ç�¿�À�Á;Ç�ËaÊÇ�ÁÈ�ÕnÁaÀ�Ã/ÓªÁÌ¿�À�Áa¾�Ê{¿�Ð Ê¾	Å?ÊÍEËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊyËSÆóÉÇ�ÊÏ�Ñ�Å¢Ãy¾�ÎJËaÊy¾�Ê�Î�Ç�ÊËSÆ
ÃÒ'¿�Ð Ê¾	Å;Ü�ptÀ¨Ï�ÅtÕnÁ¢Î�Á;ã�¾�Á Hcomb

g,g′ (G,K)
ÐÄ¾UÑ,Á;Ç�Í�Á/Ò'¿�Ãy¾�ÃyÂ ÊÉyÆZÕ9Ð¥¿�À H(g, g′, G,K)

Ü
éåÁ�¾�ÊvÕîÍðÊ�Ò2Ï	Å�Ê¾µ¿�À�Á�Ò;ÃÅ�Á�ÊÍ���ÃyÂ ÊÐÄÅEÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ;ÜqiMÁ2¿

Γ
Þ,ÁhÃ¢Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�È¨Ã{¾	Î

G
Þ�Á

Å�ÊËÌÁSã�¾�Ð¥¿�Á¢ÉÇ�ÊÏ�Ñ�Ü�éåÁSÎ�Á;¾�Êy¿�Á¢Þ$Æ
ϕ : G ↪→ Aut(Γ)

Ã{¾mÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍ
G
Ê¾

Γ
ÜjéåÁSÒ/ÃyÂ Â

Ð¥¿���J�:�7�5 Z412040?Ð Í
ϕ(G)

ÃÒ2¿�ÅtÍðÇ�Á;Á/Â¥ÆñÊ¾£¿�À�Á�Ï�¾	Î�Á/Ç�Â¥Æ�Ð ¾�ÉÌÉÇ�ÃyÑ�À è Ê¾£ÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ�Á/Î�ÉÁ/ÅtÃy¾�ÎÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å�ì'ÈOÞ�Ï�¿¢Õ9Ð ¿�Àä¾�Êy¾ç¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂjÐ�Å�Êy¿�Ç�ÊÑ$ÆçÉÇ�ÊÏ�ÑåÍ�ÊyÇSÁvÃyÒ�ÀåÍ�ÃÒ2ÁµÊÍ
Γ è ¿�À�ÁvÅ�ÁñÃÒ'¿�Ð Ê¾	ÅÕ9Ð Â Â,Ñ�Ç�ÊvÓ�ÐÄÎ�ÁhÅ�ÊËaÁ�ÃyÒ2¿�Ð Ê¾	ÅEÊyÍ

G
Ê¾£Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁvÅ�Õ9Ð¥¿�ÀZã�í�Á/ÎµÑ�ÊÐ ¾ª¿�Å�ì'Ü!ptÀ�Á;¾ñ¿�À�Áhò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿

Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�ÐÄÅqÕnÁ/Â Â�Î�Á/ã�¾�Á/Î�Ü\c*¾aÍ�ÃÒ'¿vÈ{¿�À�Á9òªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿�ÉÇ�ÃyÑ�ÀÌÐÄÅqÕnÁ;ÂÄÂ�Î�Á;ã�¾�Á/Î�Þ$ÆGÍ�Ç�Á;Á;¾�Á/Å�ÅqÊÍ
ϕ(G)

Ê¾µÁ/Î�ÉÁ/Å;ÜI��¾	ÎÌÅ�Ð ¾�Ò;Á9Á/Î�ÉyÁvÅ!Ð ¾	Ò2ÐÄÎ�Á;¾$¿jÊ¾µÃ?ÓªÁ;Ç�¿�Á2í�ÊÍ,¿�À�Á9ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿EÉyÇ�Ã{Ñ�ÀµÃyÇ�Á�ÐÄ¾
Þ�Ð ë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾µÕ9Ð¥¿�ÀñÁ/Î�ÉyÁvÅ�Ð ¾�Ò;ÐÄÎ�Á/¾ª¿EÊ¾ñÃy¾$Æ�ÓªÁ;Ç�¿�Á2íÌÊÍ�Ð¥¿�Å�ã�Þ,Á;ÇvÈyÕnÁ�Ñ�Ï�¿�¿�À�Á9Ð ¾	Î�Ï	Ò2Á/ÎµÒ'Æ�Ò2Â Ð�Ò
ÊÇ�Î�Á;Ç�Ð ¾�É�ÜâptÀ�Á£Ñ�Ç�Ê{ë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾

p : Γ → Γ/ϕ(G)
ÐÄÅaÃ ��ÃyÂ ÊÐÄÅµÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉJÊÍ9Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å;Ü

p�ÕnÊUÒ2ÊÏ�Ñ�ÂÄÁ/Å
(Γ, ϕ)

Ãy¾�Î
(Γ′, ϕ′)

ÃyÇ�ÁÌÁ/ò$Ï�Ð ÓyÃyÂ Á;¾$¿¢Ð Íj¿�À�Á;ÆóÎ�Ð N,Á;Ç?Þ$ÆJÃ
G
��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿

ÐÄÅ�ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ
c�¾	Å�Ñ�Ð Ç�Á/ÎïÞªÆß¿�À�ÁdÅ�Á2¿�¿�ÐÄ¾�ÉäÊÍ�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾îÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å è Å�Á;ÁU¿�À�ÁdÑ�Ç�Á2Ó�Ð ÊÏ�ÅµÅ�Á/Ò2¿�Ð Ê¾�ì�ÈnÕnÁÂ Ê¨ÊyÔ£Ã{¿�Å�¿�Ã{Þ�Ð Â ÐÄÝ;Á;Ç�Å

GF
ÊÍOÍ�ÃÒ;Á/Å

F
Ü�iMÁ;¿

σ2,F
Þ,Á�¿�À�ÁSÒ'Æ�Ò2Â ÁSÎ�Á;ã�¾�Ð ¾�É

F
È�ÊÍOÊÇ�Î�Á/Ç

vF
Ü

ptÀ�Á;¾
g ∈ GF

ËaÁ/Ãy¾	Å�¿�À	Ã{¿
ϕ(g)σ2,Fϕ(g−1) = σ2,F

ÜEfhÁ;¾	Ò2Á
ϕ(g) = σi2,F

Ê¾
F
È�Í�ÊÇ

i ∈ Z/v(F )
È\Ãy¾	ÎmÕnÁÌÀ	Ã/ÓªÁaÃy¾JÁ;ËGÞ,ÁvÎ�Î�Ð ¾�É

ϕF : GF ↪→ 〈σ2,F 〉 ∼= Z/v(F )
Ü m Á2¿

eF¿�À�Á�ÊÇ�Î�Á;Ç�ÊÍ
GF

ÜGptÀ�Á;¾
ϕ−1
F (σ

vF /eF

2,F )
ÐÄÅ?ÃZÑ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á/ÉyÁvÎóÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊÇ�ÊyÍ

GF
È�Õ9À�Ð�Ò�ÀóÕnÁ

Î�Á;¾�Êy¿�ÁSÞªÆ
τF
ÜY�hÅ�Þ�Á;Í�ÊyÇ�ÁÈ�ÕnÁGÅ�Ã/Æ£¿�À	Ã{¿

F
Ãy¾�Î<Ð¥¿�Å9ÊÇ�Þ�Ð¥¿hÃ{Ç�ÁSÒ2ÊÂ ÊÇ�Á/ÎUÞ$Æ

C(τF )
È�¿�À�Á

Ò2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'Æ£Ò;ÂÄÃÅ�Å�ÊÍ
τF
Ü

i\Á2¿ {Oi, bi}i∈{1,...,t}
Þ�Áa¿�À�ÁñÅ�Á;¿GÊÍtÒ2ÊÂ ÊÇ�ÁvÎçÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å¢ÊÍtÍ�ÃÒ;Á/Å?Õ9Ð¥¿�ÀâËGÏ�Â¥¿�Ð Ñ�Â ÐÄÒ2Ð ¿�Ð ÁvÅ;È

Ãy¾�Î
C(τi)

Þ,Á�¿�À�ÁSÒ2Ê¾yë�Ï�ÉªÃÒ'Æ£Ò2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅ�ÊÍ\Ñ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á;ÉÁvÎ<ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊyÇ�Å;Ü



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � �(�

ptÀ�Á;¾£¿�À�Á¢Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾mÎ�Ã{¿�Ã
R(ϕ)

ÃÅ�Å�Ê�Ò2Ð�Ã�¿�Á/Î£¿�Ê
ϕ
ÐÄÅ9ÉyÐ ÓªÁ;¾UÞªÆ

R(ϕ) =
t

∑

i=1

biC(τi).

c*Í
f : (Γ, ϕ) → (Γ′, ϕ′)

ÐÄÅñÃ
G
�*Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿ñÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë<Èn¿�À�Á;¾

R(ϕ) = R(ϕ′)
Ü

ptÀ�ÁaÎ�Á/ÉyÇ�Á;Á�ÊÍ
R
ÐÄÅ�¿�À�Á�¾¨Ï�ËGÞ,Á;Ç?ÊÍjÍ�ÃÒ2ÁªÚ Å�ÊÇ�Þ�Ð ¿�Å;È�Ð)Ü ÁÜÄÈ�¿�À�ÁÌ¾¨Ï�ËGÞ,Á/Ç�ÊÍjÍ�ÃÒ2ÁvÅhÊÍ�¿�À�Á

òªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿aÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À
Γ/ϕ(G)

Ü �	Ï�Ç�¿�À�Á/Ç�ËÌÊÇ�ÁªÈ!¾�Êy¿�ÁZ¿�À�Ã{¿aÐ Í
R =

∑t
i=1 biCi

ÈjÃy¾�ÎßÐ Í
ei = Ord(Ci)

ÐÄÅ�¿�À�ÁaÊÇ�Î�Á;Ç?ÊÍnÃ{¾$ÆóÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿SÐ ¾J¿�À�ÁµÒ2Â�ÃyÅ�Å
Ci
È�¿�À�Á;¾çÕnÁaÅ�Ð ËaÑ�Â¥ÆJÀ	Ã/ÓªÁ

f(Γ) =
∑t
i=1 bi|G|/ei

Ü
éåÇ�Ð ¿�Ð ¾�ÉZ¿�À�Á�gjÏ�Â Á;Ç�ô_�qÊÐ ¾	Ò;ÃyÇ���Í�ÊÇ�ËGÏ�ÂÄÃÅ;È�ÕnÁ�Ç�Á/Ò2ÊvÓªÁ/Çh¾�ÊvÕ ¿�À�ÁGo9Ð Á/ËaÃy¾�¾¨ô$fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý

ÍðÊÇ�ËGÏ�ÂÄÃ
2g(Γ)− 2 = |G|(2g(Γ/ϕ(G))− 2) +

∑b
i=1 |G|(1− 1/ei)

Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I � *�� *�iMÁ2¿

G
Þ,Á�ÃSã�¾�Ð¥¿�ÁhÉÇ�ÊÏ�ÑMÈªÃy¾	Î

R
ÃSÇ�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾£Î�Ã{¿�Ã¢ÊÍ

G
ÜqptÀ�Á;¾

Hcomb
g (G,R)

ÐÄÅÌ¿�À�ÁUÅ�Á2¿µÊÍ9ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾�Ò2ÁdÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅ
[Γ, l, ϕ]

Õ9À�Á/Ç�Á
(Γ, l)

ÐÄÅµÃJÅ�ËaÊ¨Êy¿�À
o9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾äÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀçÊÍnÉyÁ/¾$Ï	Å

g
È\Ãy¾	Î

ϕ : G ↪→ Aut(Γ, l)
ÐÄÅSÃdòªÏ	ÃÅ�Ð Í�Ç�Á;ÁñÃÒ'¿�Ð Ê¾

ÊÍ
G
Å�Ï�Ò�Àê¿�À	Ã{¿

R(ϕ) = R
Ü pMÕnÊßÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿�ÅUÃyÇ�ÁóÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾$¿<ÐÄÍ¢¿�À�Á2ÆêÎ�Ð N,Á;Ç<Þ$ÆîÃ

G
��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿9ÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÆªÜ

éåÁ�Å�¿�Ã�¿�Á�¾�ÊvÕîÃGÒ2ÊËGÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�Ð�Ã{Â	ÓªÁ;Ç�Å�Ð Ê¾ñÊÍ�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾MÚ Å�Á;í¨Ð�Å�¿�Á;¾	Ò2Á9¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë ÍðÊÇ ��ÃyÂÄÊyÐ�Å
Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ è ptÀ�Á/ÊÇ�Á;ËA×$Ü �$ì'Ü
 �!#"�$#%&"�' � *��C*e-&/+0 7EQ�:R<40 Hcomb

g (G,R)
587 5,B �D^ ��<4>61�120�7EQ+>6B&[R0�BC<20 Lg5,9,/P:�7i0T9 ?P:R[R0

>�Z�<�GU:�747i0�7
[∆, l, ψ : π1(∆) → G] S LI/+0�120 (∆, l)

587j: 7�?P>l>D9O/ 	 5F0�?A:6B�B5f:6BjZT:D9f^,aD12:4Q/
>�Z a_0�B�JK7

g′ S ψ 587�:6B 0EQ�5,?P>61EQ/_587�? S [R0fXMBC04[;JlQ 9E> <4>6B �4JRa_:R< � S 7T0�BC[65,BKahG`>l>4QC^bZT:R<20�7�>6BQ�1�0�7i<�1�5F@402[ 5,?A:ia_0�7 � @ �A9,/+0;12:6?h5 XY<4:D9
5f>6BV[R:D9E:�� S :6BC[j7�J�<�/	9,/+:D9 [∆, l, ψ] = [∆′, l′, ψ′]5 Z�9,/+0�120h04365O7�9O7h:6B 587i>6?P0T9
1��
h : (∆, l)→ (∆′, l′)

7�J�<�/�9,/+:D9
ψ = ψ′ ◦ h∗

k
�,Z

Aut(∆, ψ)
587e9O/+0P7�J@FaD12>6JlQ >�Z

Aut(∆)
?P:R[R0	>�Z 0TG`0�?P0�B9,7

h
7i:D9
587
Z �65,BKa

ψ =

ψ ◦ h∗ S
:6BC[ 5 Z

AutG(Γ, ϕ)
5O7 9,/+0 <40�B9
12:DG 58Nl0�1 >�Z

ϕ(G)
5,B

Aut(Γ) S 9,/+0�B L 0e/+: �D0
Aut(∆, ψ) ∼= AutG(Γ, ϕ)/Z(G)

k
�9ÉªÃyÐ ¾MÈqÃyÍ�¿�Á;ÇGptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë ��Ü ��ÈOÐ¥¿GÕ9Ð Â ÂEÞ,Á/Ò;ÊËÌÁZÒ;Â Á/ÃyÇS¿�À	Ã{¿�ptÀ�Á;ÊÇ�Á/ËaÅÌ×¨Ü �dÃy¾�Î2��Üb�£ÃyÇ�Á
Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾ª¿vÜ
éåÁ¢ÃyÂÄÅ�ÊaÀ	Ã/ÓªÁ?Ãy¾UÃy¾	ÃyÂ ÊÉÌÊÍ �jÇ�ÊÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾m×¨ÜÄááÈ¨Õ9À�ÐÄÒ�ÀdÃ{ÂÄÂ ÊvÕ�Å�Ï�Ån¿�ÊaÎ�Á/ã�¾�Áh¿�À�Á¢Å�Á2¿

Hcomb
g,g′ (G,K,R)

Ü
�����#'����R" �&*¢éåÁSÉÐ¥ÓªÁGÃñÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉµÊÍO¿�À�ÁGÉÁ;¾$Ï	Å9Ê¾�ÁSÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À

∆
Î�ÁvÅ�Ò2Ç�Ð Þ�Á/ÎdÑ�Ç�Á2Ó�Ð �

ÊÏ�Å�Â¥Æ$ÜE�hÐ¥ÓªÁ;¾
(∆, ψ)

ÕnÁ�Ò;ÊyÏ�ÂÄÎÌÞ�Ï�Ð Â�Î
(Γ, ϕ)

Å�Ï	Ò�À�¿�À�Ã{¿
∆ = Γ/ϕ(G)

ÃÅq¿�À�ÁtÏ�¾�Ð ÓÁ/Ç�Å�ÃyÂ
Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉUÊÍ

∆
ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�Á/ÎçÞ$Æ

ker(ψ)
Ü<c*¾	Å�¿�Á/ÃÎ�È\ÕnÁµÏ	Å�Áa¿�À�Áñ¾�Êy¿�Ð Ê¾åÊÍE¿�À�Á<enÃ/Æ�Â Á2Æ

ÉÇ�ÃyÑ�ÀMÈ¨Õ9À�ÐÄÒ�ÀUÉÐ¥ÓªÁ/Å9Ã�ËaÊÇ�Á?¿�Ç�ÃyÒ2¿�ÃyÞ�Â Á¢ËÌÁ;¿�À�Ê¨Î£¿�ÊaÞ�Ï�Ð ÂÄÎ
(Γ, ϕ)

Í�Ç�ÊË
(∆, ψ)

Ü
�qÐÄÇ�Å�¿EÕnÁhÒ�À�Ê¨ÊªÅ�ÁhÃSÑ�Ç�Á/Å�Á/¾ª¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾ZÊÍ

π1(∆, O)
Ü!p\ÃyÔÁ�¿�À�Á�ÁvÎ�ÉÁ

(b, b̄)
ÃÅEÃSËaÃ{í�Ð ËµÃyÂ

¿�Ç�Á/ÁÜ ptÀ�Á;¾
π1(∆, O) = 〈δa, δc, δd〉

Õ9À�Á;Ç�Á
δa = ab̄

È
δc = cb̄

È
δd = db̄

Ü7p\ÃyÔÁ
γ3 = (cd̄)

Ãy¾�Î
γ4 = (ac̄bādb̄)

Í�ÊÇ�ÂÄÊ$ÊÑ+��Í�ÃÒ2Á/Å;Üh��¾JÁ/Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë
ψ
ÍðÇ�ÊyË

π1(∆, O)¿�Ê
G
ËGÏ	Å�¿ñÅ�Ã{¿�ÐÄÅ�ÍðÆ

ψ(γ3) = ψ(γ4)
−1 Ü eEÀ�Ê$ÊªÅ�Á ψ(γ3) = [1]

Ãy¾	Î
ψ(γ4) = [2]

ÃÅ
Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾dÎ�Ã{¿�Ã�Ü
ptÀ�ÐÄÅ�Ð ËaÑ�Â Ð Á/Å

ψ(δcδ
−1
d ) = [1]

Ãy¾�Î
ψ(δaδ

−1
c δ−1

a δd) = [2]
ÜçéåÁ<Ò�À�Ê¨ÊªÅ�Á

ψ(δa) =

[1]
È
ψ(δc) = [2]

È
ψ(δd) = [1]

Ü �hÊy¿�Áó¿�À	Ã{¿Z¿�À�ÁJÒ;ÊyÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�ÉâÁ;ÂÄÁ;ËaÁ;¾ª¿
Γ(ψ)

ÊÍ



� �%� ��� � � ���	�
���$� � ¡

PO

a

b

d

c

O

P

O P

O
P

[0]
[2]

[1]

� � ��������� ��� ����� ��� � �	�  � Γ(Ψ) → ∆
$

Hcomb
g (Z/3, R)

Ñ,ÊªÅ�Å�Á/Å�Å?¿*ÕtÊUÍ�ÃÒ2ÁvÅ?ÊÍnÅ�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á/Ç�Å
Z/3

ÜµptÀ¨Ï	Å
g = 3

ÞªÆJo9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾�ô
f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝÜ
p\Ê<Þ�Ï�ÐÄÂÄÎ

Γ(ψ) è ã�ÉÏ�Ç�Áñ×ì'È�ÕnÁÌ¿�ÃyÔÁÌ¿�À�Ç�Á/ÁaÒ;ÊÑ�Ð Á/Å¢ÊÍj¿�À�ÁaËµÃ{í�Ð ËµÃ{Â!¿�Ç�Á;ÁÈ\Ð ¾�Î�Á2í�Á/ÎÞªÆ
[0], [1], [2]

Ü	�ÊÐ ¾å¿�À�ÁaÓªÁ;Ç�¿�Á2í
(O, i)

¿�ÊU¿�À�ÁµÓÁ/Ç�¿�Á;í
(P, j)

Ð Í
[i] + ψ(δa) = [j]

¿�Ê
Þ�Ï�Ð ÂÄÎdÁ/Î�ÉÁ/Å�Ñ�Ç�Êyë�ÁvÒ'¿�ÐÄ¾�ÉñÊy¾

(a, ā)
Ünc�Î�Á;Ë Í�ÊyÇ

c
Ãy¾�Î

d
Ü�ejÆ�Ò2Â ÐÄÒSÊÇ�Î�Á;Ç�Ð ¾�ÉªÅ�ÃyÇ�ÊyÏ�¾	Î£¿�À�Á

ÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/ÅÌÃyÇ�ÁZÉÐ¥Ó�Ð ¾�ÉJÞ$Æç¿�À�Á/Å�Á<ÃyÇ�ÊÏ�¾	Î
O
Ãy¾�Î

P
ÜJptÀ�Á£ÃÒ2¿�Ð Ê¾ßÊÍ

G
Ê¾äÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å�ÊÍ

Γ(ψ)
ÐÄÅ
g · (O, i) = (O, g × i) è Â ÐÄÔÁ2Õ9ÐÄÅ�ÁSÍ�ÊyÇ P ì'ÜéåÁZÎ�Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ,ÁZ¾�ÊvÕ ¿�À�ÁZËµÃyÐ ¾ßÒ;ÊËSÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂnÊÑ,Á/Ç�Ã{¿�Ð Ê¾âÊ¾âÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À	Å;õ�éêÀ�Ð¥¿�Á/À�Á/ÃÎ

Ò2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/Å;Ü�éåÁSÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂ ÐÄÝ;ÁS¿�À�Á;Ë Ð ¾óÃy¾mÊyÞ$Ó�Ð ÊÏ	Å�ÕtÃ/Æ£¿�ÊñÍ�Ã�¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�Å�Õ9Ð¥¿�ÀóÃñòªÏ	ÃÅ�Ð Í�Ç�Á;Á
ÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍqÃÌÉyÇ�ÊyÏ�Ñ

G
Ü

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I � * �&*hiMÁ2¿
(Γ, ϕ)

ÃÌÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À£Õ9Ð ¿�ÀmÃaò$Ï�ÃÅ�Ð Í�Ç�Á;ÁSÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍ\¿�À�Á è Ñ�ÊÅ�Å�Ð Þ�Â Æ¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ�ì9ÉyÇ�ÊyÏ�Ñ
G
È�Ãy¾�Î

e = (a, ā)
ÃñÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒGÁ/Î�ÉÁSÕ9Ð¥¿�À

a(0) 6= a(1)
Ü�éåÁÌÎ�Á/¾�Êy¿�Á

O(e)
¿�À�ÁçÊÇ�Þ�Ð¥¿dÊÍ

e
Ï�¾	Î�Á;Ç

ϕ(G)
Ü éåÁçÃÅ�Å�Ï�ËaÁJ¿�À	Ã{¿

O(e)
Î�Ê ¾�Ê{¿dÒ;Êy¾$¿�ÃyÐ ¾ Ãy¾ªÆ

Â Ê¨ÊyÑJÊÍ
Γ
ÜGptÀ�Á�ÊÑ,Á/Ç�Ã{¿�Ð Ê¾óÕ9À�ÐÄÒ�ÀçÒ;Ê¾�Å�ÐÄÅ�¿�Å�Ð ¾JÇ�Á;¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð ¾�É

O(e)
Ãy¾	ÎmÉÂ Ï�Ð ¾�É

O(a(0))Õ9Ð¥¿�À
O(a(1))

ÐÄÅSÒ;ÃyÂ Â Á/ÎåÃy¾ 0���JK5��D:61�5f:6B9�
P/_5
9E0�/+04:R[ <4>DG,G`:4Q7i0µÃyÂ Ê¾�É
O(e)

Ü�éäÁÌ¾�Êy¿�Á
WO(e)(Γ)

¿�À�Á?¾�Á2Õ ÉyÇ�Ã{Ñ�ÀUÃÒ;ò$Ï�ÐÄÇ�Á/Î£ÐÄ¾<¿�À�ÐÄÅnÕ�Ã/ÆªÜ
éåÁ?ÉÇ�ÊÏ�Ñ<¿�ÊÉÁ2¿�À�Á/Ç�Ð ¾dÃÌÂ Á;ËaËµÃÌ¿�À�Á?ã�Ç�Å�¿9Ñ�Ç�ÊÑ,Á;Ç�¿�Ð Á/ÅtÊÍ\¿�À�Ð�ÅtÊÑ,Á/Ç�Ã{¿�Ð Ê¾MÜ
�M"+'W' � � *�C* è Ð�ì -&/+0daD12:4Q/

WO(e)(Γ)
5O7�:WZ�:D9f^
aD12:4Q/+k

è Ð Ð�ì -#/+0hB�JK?P@20�1A>�ZYZT:R<20�7 :6BC[ 9,/+0;a_0�B�J_7 :6120j5OB �D:61�5F:6B9 JKBC[R0�1A0���JK5 �D:61�5F:6B9�
P/_5
9E0T^
/+04:R[e<4>DG,G`:4Q7i0�7ik

è Ð ÐÄÐðì -&/+0 ��J�:�7�5 Z212040�:R<T9
5f>6B
ϕ
>�Z
G

>6B
Γ
120�7�9,1�5F<T9,7e9E>=: ��J�:�7�5 Z212040 :R<T9,5F>6B]>�Z

G
>6B

WO(e)(Γ)
k 
V>61204> �D0�1 9O/+0;12:6?j5 XY<4:D9
5F>6BV[R:D9E: 5O7 Q�120�7i0�1��D02[Rk

� %&$ $KG&* �	ÊÇt¿�À�Á¢ã�Ç�Å�¿9Ñ,ÊÐ ¾$¿/È�ÕnÁSÎ�ÁvÅ�Ò2Ç�Ð Þ�Á�¿�À�ÁSÒ;ÃyÇ�¿�ÊÉÇ�ÃyÑ�À�ÐÄÒ?ÉyÇ�ÊyÏ�Ñ<ÊÍ
WO(e)(Γ)

Ü
i\Á2¿

(aj1, . . . , a
j
k)
Ãy¾�Î

(bj1, . . . , b
j
l )
ÍðÊÇ

j ∈ {1, . . . , |G|} Þ,Át¿�À�Á G ��ÊÇ�Þ�Ð¥¿�ÊÍ a(0)
Ã{¾	Î

a(1)
È$Å�Ï�Ò�ÀÌ¿�À	Ã{¿ {aj1}j è Ç�ÁvÅ�Ñ�Ü {bj1}j ì\ÐÄÅ!¿�À�Á�ÊÇ�Þ�Ð ¿�ÊÍ ā è Ç�Á/Å�ÑMÜ a ì'ÜqptÀ�Á;¾aÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÐÄ¾�É?¿�À�ÁÊÇ�Þ�Ð¥¿
O(e)

ÉÐ¥ÓªÁE¿�À�Áj¾�Á2ÕäÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ;Á/Å
sj = (aj2, . . . , a

j
k, b

j
2, . . . , b

j
l )
ÜOptÀ�ÁEÉÇ�ÃyÑ�À

WO(e)(Γ)ÐÄÅn¿�À�Á?Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�ÀZÕ9Ð ¿�ÀdÅ�ÃyËaÁ
σ1
Ñ�Ç�Ð¥ÓÃ�¿�Á¢ÊÍ

O(e) = {(aj1, bj1)}j
È�Ãy¾	Î<Å�ÃyËaÁ

σ0
Á2í�Ò2Á;Ñ�¿

ÍðÊÇt¿�À�Á?ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å�ÊÍ
a(0)

Ãy¾	Î
a(1)

Ç�Á/Ñ�ÂÄÃÒ2ÁvÎ<ÞªÆZ¿�À�Á?¾�Á2Õ ÊÇ�Þ�Ð ¿ {sj}j Ü�hÅtÕnÁSÒ;Ãy¾dÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿9¾�Á;Ð¥¿�À�Á;Ç�ÃÌÂ Ê¨ÊÑMÈ�¾�ÊÇ9Ãy¾dÊÇ�Þ�Ð ¿�Õ9À�ÐÄÒ�ÀmÒ2Ê¾$¿�ÃyÐ ¾	Å9Å�ÊËaÁ¢Í�ÃÒ2Á/Å;È�ÕnÁ
À�Ã/ÓªÁ

f(WO(e)(Γ)) = f(Γ)
Ü m Ð ¾�Ò;Á

a(WO(e)(Γ)) = a(Γ) − |G| Ãy¾	Î s(WO(e)(Γ)) =

s(Γ)− |G| È�ÕnÁ?À	Ã/ÓªÁ g(WO(e)(Γ)) = g(Γ)
Þ$ÆZgjÏ�Â Á;Ç�ô_�qÊÐÄ¾�Ò;ÃyÇ��ªÜ
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ptÀ�Á�ÃÒ'¿�ÐÄÊy¾óÊÍ
G
Ê¾

WO(e)(Γ)
Ð�ÅhÎ�Á;ã�¾�Á/ÎdÞ$ÆUÇ�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ2¿�Ð Ê¾JÊÍ

ϕ
Ê¾

A(Γ)\(O(a) ∪
O(ā))

Ü
i\Á2¿

σ2,k
Þ,Á¢¿�À�ÁSÒ2Æ�Ò;Â ÁSÊÍ

σ2(Γ)
Î�Á;ã�¾�ÐÄ¾�ÉñÃaÍ�ÃÒ;Á

Fk
È�ÊÍqÊÇ�Î�Á/Ç

vk
ÜnptÀ�Á¢Ñ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á;ÉÁ/Î

ÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇ
τk
ÊÍ\¿�À�Á¢Å�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý;Á/Ç9Ð�Å9Î�Á;ã�¾�Á/Î<Å�Ï�Ò�À£¿�À�Ã{¿

σ2,k = (a1a2 · · · avk−1τk(a1)τk(a2) · · · τ (vk/ek)−1
k (a1) · · · τ (vk/ek)−1

k (avk−1)).

o9Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÐÄ¾�Éñ¿�À�ÁGÊÇ�Þ�Ð ¿hÊÍ
ai
Î�Êñ¾�Êy¿hÎ�ÐÄÅ�¿�Ï�Ç�Þd¿�À�ÁGÃÒ'¿�Ð Ê¾mÊÍ

τk
Ê¾

σ2,k
È�Ãy¾�ÎU¿�À$Ï	Å�¿�À�Á

Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾dÎ�Ã{¿�ÃÌÐÄÅ�Ñ�Ç�Á/Å�Á;Ç�ÓªÁvÎ�Ü
�

c*Í
[Γ,m, ϕ] ∈ Hcomb

g (G,R)
È�¿�À�Á/¾d¿�ÊZÁ/ÃÒ�ÀóÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿�éêÀ�Ð¥¿�Á;À�ÁvÃyÎóÒ2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/Å?Ã{ÂÄÊ¾�É

O(e)
È�ÕnÁñÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á

[WO(e)(Γ),m, ϕ] ∈ Hcomb
g (G,R)

ÈqÅ�Á2¿�¿�ÐÄ¾�É
m(ϕ(t)(e)) = 0

Í�ÊÇ
ÃyÂ Â

t ∈ G Üo9ÁvÒ;ÃyÂ Â�¿�À�Ã{¿ Mcomb
g′,(b1,...,bt)

Ò2Ê¾�Å�ÐÄÅ�¿ñÐÄ¾ïÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÆïÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅµÊÍhÅ�ËÌÊ¨Êy¿�À o9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾
Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�Å

[Γ,m]
ÊÍ�ÉÁ;¾¨Ï�Å

g′
ÈOÕ9Ð¥¿�À

b
Í�ÃÒ2Á/ÅGÅ�À	ÃyÇ�Á/ÎåÐ ¾

t
Ò2ÊÂ ÊÇ�Å;ÈqÕ9À�Á/Ç�ÁµÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�Ð Á/Å

Ç�Á/Å�Ñ,ÁvÒ'¿�¿�À�Á/Å�Á¢Ò;ÊÂ ÊÇ�Å;ÜqéäÁ¢Å�¿�Ã{¿�Á¢ÊÏ�Ç�ËµÃyÐ ¾<¿�À�Á/ÊÇ�Á;Ë è Õ9Ð¥¿�À�ÊÏ�¿�Ò;ÊËÌÑ	ÃÒ'¿�Ð ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾	Å�ì�õ
 �!#"�$#%&"�' � *��&* � 0T9

G
@40=:	XMB�5
9E0�aD12>6JlQ S R = b1C1 + · · · + btCt

: [R0EaD12040
b1�:6?j5 XY<4:D9
5f>6BV[R:D9E: S :6BC[ K :j7�J�@EaD12>6JlQ�>�Z

G
7�J�<�/	9,/+:D9 ⋂

t∈G tKt
−1 = {eG}

k
-#/+0�B LY0�/+: �D0;9,/+0YZ�> GOGU>6LM5,BKae<4>6?j?hJ+9E:D9,5��D0h[65F:iaD1�:6?

Hcomb
h (G,R)

qcomb
��

�� Hh(G,R)× P(Rb
>0)

q
��

Hcomb
g,g′ (G,K,R)

pcomb
��

�� H(g, g′, G,K,R)× P(Rb
>0)

p
��

Mcomb
g′,(b1,...,bt)

�� Mg′,(b1,...,bt) × P(Rb
>0)

H;>61�5UNl>6B9E:DG�?A:4Q7;:6120d/+>6?P02>6?P>61EQ/_5O7�?�7 S :6BC[ �60�1�9
5F<4:DG#>6BC0�7 :6120�12:6?j5 XY04[P<4> �D0�1�5,BKa67ik
ptÀ�Á?ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ;ÃyÂMËµÃ{Ñ	Å�À	Ã/ÓªÁ?Þ�Á;Á;¾dÃyÂ Ç�ÁvÃyÎ�Æ<Î�Á;ã�¾�Á/Î�õ

q([C,ϕ]) = [C/ϕ(K)→ C/ϕ(G)]
È

Ãy¾�Î
p◦q([C,ϕ]) = [C/ϕ(G), Y ]

ÜqptÀ�Á�ËaÃyÑ	Å!Í�Ç�ÊË ¿�À�Á�Ç�Ð ÉÀ$¿�¿�Ê?¿�À�Á�ÂÄÁ;Í�¿EÃyÇ�Á9ÉÐ¥ÓªÁ;¾µÞ$Æ
ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë ��ÜÄá¢Ãy¾�Î �jÇ�ÊÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾ ��Ü�×¨Ü �hÁ2í¨¿�¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë ÉÐ¥ÓªÁ/Åt¿�À�Á?ÐÄ¾ªÓªÁ;Ç�Å�Á?ËµÃyÑ�Å/Üg�n¿t¿�À�Á
Â Á2ÓªÁ;Â�ÊÍ�ËaÊ�Î�Ï�Â Ð	Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å�ÊyÍ�Ñ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎÌo9Ð Á;ËµÃy¾�¾ZÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁvÅ;Èy¿�À�Á�Ò2Ê¾	Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ð Ê¾µÐÄÅ�Ô¨¾�ÊvÕ9¾
Å�Ð ¾	Ò2ÁaÖ¥áO�{Ù*Ü!bmÊÇ�Á�Î�Á2¿�ÃyÐÄÂÄÅ�ÃyÇ�ÁhÉÐ¥ÓªÁ;¾<Ð ¾çÖ�×{Ø{Ù�Ãy¾�ÎJÖ�×#�{Ù�Ü!ptÀ�Á?Ò2Ê¾$¿�Ð ¾¨Ï�Ð¥¿*Æ£ÐÄÅtÎ�ÐÄÅ�Ò;Ï�Å�Å�Á/Î£Ð ¾
¿�À�Á?¾�Á;í$¿�Å�ÁvÒ'¿�ÐÄÊ¾�Ü
 �!#"�$#%&"�' � *��&* � 0T9

[Γ, l, ϕ] ∈ Hcomb
h (G,R)

k -&/+0�120 04365O7�9�: <4>6?dQ�:R<T9 	c5f0�?P:6B�B
74J�1
Z�:R<40 ‖Γ‖ 0�BC[R>6LY04[�LM5
9,/

ϕ̂ : G ↪→ Aut(‖Γ‖) :6BC[
wΓ ∈ St(‖Γ‖,X) S LI/�0�120

X = {x1, . . . , xf(Γ)}
5O7 9,/+0 7T0T9 >�ZgX 3R04[�Q�>65,B9,7�>�Z

ϕ̂(G) S 7�J�<�/�9O/+:D9 �

è á�ì -#/+0 <�1�5,9
5F<4:DG�aD12:4Q/ >�Z
wΓ

5O7�9O/+0�5,?A:ia_0 >�Zh:e9F>4Q�>DGU>2aD5f<4:DG#1204:DG 58Nl:D9
5f>6B >�Z
Γ
@ ��:6B

0�?P@402[R[65,BKa
ι : |Γ| ↪→ ‖Γ‖ 7�J�<�/ 9,/+:D9 ‖Γ‖ − ι(|Γ|) 5O7	:V[65O7��T>65,B9WJ�B�5f>6B >�Z

f(Γ)[65O7��l7 S Q�JKBC<T9
JK1204[ :D9 9,/+0 xi
k 
=>61�04> �D0�1

lwΓ
(ι(|a|) = l(a) S LI/+0�120 lwΓ

5O7W9,/+0d?P0T9,1�5F<
5,BC[6J�<404[e@ �

wΓ
k



� ��� ��� � � ���	�
���$� � ¡
è ×ì ϕ(g)∗(wΓ) = wΓ ∀g ∈ G S

9,/+0 :R<T9,5F>6B\>�Z
ϕ̂(G)

>6B
ι(|Γ|) 587A9,/+0A1202:DGb58Ni:D9
5F>6B\>�Z

9,/+0j:R<T9
5f>6B=>�Z
ϕ(G)

>6B
Γ
k

è �$ì �,Z
[S, ψ]

5O7 :6BC>D9,/+0�1 0TGU0�?A0�B9#>�Z Hh(G,R)
LM5
9O/ Q�1204<204[65,BKagQ�12>4Q�0�1�9
5F0�7�ZT>61 : ��9
1�0l@40TG

[65 �W0�120�B9
5f:DG
v S 9,/+0�Be9,/+0�120W0436587�9,7c:�7�5OBKa GU0 G ^ 0���JK5��D:61�5f:DB9 @�5O/+>DG`>6?P>61EQ/_5O7�? h : S →

‖Γ‖ 7�J�<�/�9,/+:D9 h∗(wΓ) = v
k

� %&$ $KG&*çéåÁñã�Ç�Å�¿�Î�Á/Å�Ò2Ç�ÐÄÞ,Á ‖Γ‖ Ð ¾å¿�Á;Ç�ËµÅSÊÍ�Ò2ÊËaÑ�Â Á2íçÂÄÊ¨Ò/ÃyÂEÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�Á/Å è Å�Á;ÁóÖ�×#�{ÙÍðÊÇZÃåÎ�ÐÄÅ�Ò;Ï�Å�Å�ÐÄÊy¾ ÃyÂ Ê¾�Éç¿�À�ÁóÅ�ÃyËÌÁmÂ ÐÄ¾�Á/Å�ì'Ü c*Í
a ∈ A(Γ)

ÈnÕnÁóÎ�Á/¾�Êy¿�ÁUÞ$Æ
F (a)

¿�À�Á
Ï�¾�ÐÄò$Ï�ÁUÍ�ÃÒ2ÁUÐÄ¾ Õ9À�ÐÄÒ�ÀïÐ ¿ñÂ Ð Á/Å;È�Ãy¾�Î

pa
¿�À�ÁUÑ,Á/Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;ÇµÊÍ�¿�À�ÐÄÅµÍ�ÃÒ;ÁÜ éåÁdÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á

¿�Ê£ÁvÃÒ�À
a ∈ A(Γ)

¿�À�Á�Í�ÊÂ Â ÊvÕ9ÐÄ¾�ÉUÒ2Â ÊªÅ�ÁvÎJÅ�¿�Ç�Ð ÑçÁ;ËGÞ,ÁvÎ�Î�Á/ÎóÐ ¾ó¿�À�ÁaÒ;ÊyËaÑ�Â Á2ímÑ�ÂÄÃy¾�Á
C
õ

Ba = [0, pa] × [0,∞[
ÜµbdÊÇ�Á;ÊvÓªÁ;Ç?ÕnÁaÁ/Å�¿�ÃyÞ�Â Ð�Å�ÀäÃ<Þ�Ð ë�ÁvÒ'¿�ÐÄÊy¾ |F (a)| → [0, pa] × {0}Å�Ï�Ò�Àm¿�À�Ã{¿ |a| ËµÃyÑ	Å�¿�Ê [0, l(a)] × {0} È |σ2(a)|

ËµÃyÑ�Å�¿�Ê
[l(a), l(a) + l(σ2(a))]

È�Ã{¾	Î
Å�ÊaÊ¾MÜ;Ü;Ü

��Á;ã�¾�Á
F (Γ) =

(
∐

a∈A(Γ)Ba
)

/ ∼
È¨Õ9À�Á/Ç�Á

∼
Å�¿�Ãy¾�Î�ÅnÍðÊÇn¿�À�Á�Í�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�ÉaÐÄÎ�Á/¾ª¿�Ð ã	Ò;Ã6�

¿�Ð Ê¾	Å;õ
è á�ì (0, t) ∼ (pa, t) ∀t ∈ [0,∞[ è ��ÊÇ�Ë]À�ÃyÂ ÍO�*Ò'Æ�Â ÐÄ¾�Î�Á;Ç�Å�ì'Ü
è ×ìñi\Á2¿ b = σi2(a) ∈ F (a)

Ãy¾�Î
α =

∑i−1
j=0 l(σ

j
2(a))

Ü
ptÀ�Á/¾

(x, t) ∼ (x − α, t) ∀x ∈ [α, pa],
Ãy¾	Î

(x, t) ∼ (pa − α + x, t) ∀x ∈
[0, α], ∀t ∈ [0,∞[

Ü
è �$ì {(x, 0) ∈ Ba} ∼ {(l(a) − x, 0) ∈ Bā} ∀x ∈ [0, l(a)] è ÉÂ Ï�ÁJ¿�À�ÁåÒ'Æ�Â Ð ¾	Î�Á/Ç�ÅÕ9Ð¥¿�À

σ1
ì'Ü

m Ê
F (Γ)

ÐÄÅ�ÃaÒ2ÊËaÑ	ÃÒ'¿9ÊÇ�ÐÄÁ;¾ª¿�ÃyÞ�ÂÄÁSÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?Õ9Ð¥¿�À
f(Γ)

Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�ÁvÅ;õ!Ñ�ÊÐ ¾$¿�Å�Ã{¿9Ð ¾�ã�¾�Ð¥¿�Æ
ÊÍ\Á/ÃÒ�ÀdÀ�ÃyÂ ÍO�*Ò'Æ�Â ÐÄ¾�Î�Á;Ç/Ü�c�¿�ÐÄÅ�Á;¾	Î�ÊvÕnÁ/ÎZÕ9Ð ¿�À

ι : |Γ| ↪→ F (Γ)
È	ÃaÒ;Ãy¾�Êy¾�ÐÄÒ;ÃyÂMÁ;ËGÞ,Á/Î�Î�ÐÄ¾�É

ÊÍ
Γ
Ü
ptÀ�ÁJÐ ¾yë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾

B0
a ↪→ F (Γ)

ÈhÊyÍGÐ ËµÃyÉÁ
Ua
ÈhÉÐ¥ÓªÁ/ÅUÃß¾�Ã{¿�Ï�Ç�ÃyÂ?Â Ê�Ò;ÃyÂ?Ò;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á

ua : Ua → B0
a

ÜÌc*Í
b ∈ F (a)

È�¿�À�Á;¾
Ua ∩ Ub

Ò2Ê¾�Å�Ð�Å�¿�Å¢Ð ¾J¿�À�ÁaÎ�ÐÄÅ�ë�ÊÐ ¾$¿¢Ï�¾�Ð Ê¾çÊÍj¿*ÕnÊ
Å�¿�Ç�ÐÄÑ�Å;È	Ã{¾	ÎZ¿�À�Á�¿�Ç�Ãy¾	Å�Ð¥¿�Ð Ê¾UÍ�Ï�¾	Ò'¿�Ð Ê¾<Ð�Å9ÃG¿�Ç�Ãy¾	Å�ÂÄÃ{¿�ÐÄÊy¾MÜ
i\Á2¿

Va ⊂ F (Γ)
Þ�Áµ¿�À�ÁñÐ ËµÃyÉÁZÊÍn¿�À�ÁñÐ ¾�ã�¾�Ð¥¿�ÁZÅ�¿�Ç�Ð Ñ

]0, l(a)[ × ]−∞,+∞[
Ü<éåÁ

Î�Á;ã�¾�Á�¿�À�ÁµÂ Ê�Ò;ÃyÂjÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�ÁµÞªÆ
va = ua

Ê¾
Va ∩ Ua

ÈOÃy¾�Î
va = p(F (ā)) − uσ2(ā)Ê¾

Va ∩ Uσ2(ā)
ÜSptÀ�Á/Å�ÁaÒ2Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á/Å?ÃyÇ�ÁÌÒ2ÂÄÁ/ÃyÇ�Â¥ÆmÀ�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ;ÃyÂ Â¥ÆJÒ2ÊËaÑ�Ã{¿�Ð Þ�Â Á�Õ9Ð¥¿�À

(Ua, ua)
Ü�bdÊÇ�Á/ÊvÓªÁ;Ç/È�ÐÄ¾d¿�À�Á/Å�Á�Ò2Ê¨ÊyÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�ÁvÅ;È�ÕnÁSÀ	Ã/ÓªÁ?¿�À�Á��	Ã�¿�òªÏ	ÃÎ�Ç�Ã{¿�ÐÄÒSÎ�Ð N,Á;Ç�Á/¾ª¿�ÐÄÃyÂ

(dua)
2 = (dva)

2 È�Î�Á/¾�Êy¿�Á/Î£Þ$Æ wΓ
Ü

i\Á2¿Z¾�ÊvÕ
s ∈ V (Γ)

Þ,ÁóÃ
k
��ÓyÃyÂ Á;¾$¿ZÓªÁ;Ç�¿�Á2íïÕ9Ð¥¿�À

k ≥ 3
È9Ãy¾�Î

(a1, . . . , ak)
¿�À�Á

ÊÇ�Ð Á;¾$¿�ÁvÎZÁvÎ�ÉÁ/ÅtÑ,ÊÐ ¾$¿�Ð ¾�É�¿�ÊvÕtÃyÇ�Î�ÅnÐ¥¿�Å�Ï	Ò�À£¿�À	Ã{¿
σ0(ai) = ai+1

Í�ÊyÇ
i ∈ {1, . . . , k − 1}Ãy¾�Î

σ0(ak) = a1
Ü �hÊy¿�Á�¿�À	Ã{¿

σ2(ai) = āi−1
Ü!i\Á2¿

Pai
=]−l(ai), 0]×]−∞,+∞[ ∪ ]0, l(ai−1)[×]0,+∞[

Ãy¾�ÎçÂ Á2¿
Tai

Ð ¿�ÅSÐ ËµÃyÉÁµÐÄ¾
F (Γ)

ÜñéåÁñÎ�Á;ã�¾�Á
tai

: Tai
→ Pai

Þ$Æ
tai

= uai
− l(ai)Ê¾<¿�À�Á?ÐÄËaÃyÉÁ¢ÊÍ

]−l(ai), l(ai−1)[× ]0,+∞[
Ã{¾	Î

tai
= vai

− l(ai)
Ê¾<¿�À�Á¢Ð ËµÃyÉÁ¢ÊÍ

]−l(ai), 0[× ]−∞,+∞[
Ü

i\Á2¿
Es =

⋃k
j=1 Taj

È�¿�À�Á;¾m¿�À�ÁÌÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�ÁÌÃyÇ�ÊÏ�¾	Î
s
ÐÄÅ
ξs : Es → C

Î�Á;ã�¾�ÁvÎdÞ$Æ
ξs = exp(2iπj/k)t

2/k
aj

Ê¾
Taj

Ü
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�hÁ2í¨¿ñÕnÁóÅ�¿�Ï�Î�Æß¿�À�Áóò$Ï�ÃÎ�Ç�Ã{¿�Ð�ÒdÎ�Ð N,Á;Ç�Á/¾ª¿�ÐÄÃyÂ
wΓ
Ü m Ð ¾	Ò2Á

ξs = ct2/k
Õ9À�Á;Ç�Á

c
Ð�Å

ÃmÒ2Ê¾	Å�¿�Ãy¾$¿/ÈqÕtÁ£Î�ÁvÎ�Ï	Ò2Áµ¿�À	Ã{¿
(dt)2 = (k/2c)2ξk−2

s (dξs)
2 Èq¿�À�Ã{¿�ÐÄÅG¿�ÊóÅ�Ã/Æ k ��ÓyÃyÂ Á;¾$¿ÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/ÅhÃyÇ�ÁSÝ;Á/Ç�Ê¨Á/Å9ÊÍ!ÊÇ�Î�Á;Ç

k − 2
ÊÍ
wΓ
Ü �	Ï�Ç�¿�À�Á;Ç�ËaÊÇ�ÁSÐ¥¿�Å�Ò2Â ÊªÅ�Á/Îd¿�Ç�Ã{ë�ÁvÒ'¿�ÊÇ�ÐÄÁ/Å�ÃyÇ�Á

Ð ËµÃ{ÉÁvÅ?ÐÄ¾ ‖Γ‖ ÊÍj¿�À�ÁµÅ�Á/ÉyËaÁ;¾$¿�Å [(0, t); (pa, t)]
ÍðÊÇ

t > 0
È\Ãy¾�Î

ι(|Γ|) ÐÄÅ¢Ð¥¿�ÅSÒ2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂÉÇ�ÃyÑ�ÀMÜhljÆmÒ2Ê¾	Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ð Ê¾�È�Â Á;¾�É{¿�À	Å�ÊÍ!Á/Î�ÉÁ/Å�ËaÁ/ÃÅ�Ï�Ç�Á/ÎdÕ9Ð¥¿�Àm¿�À�ÁGËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ�Ð ¾	Î�Ï	Ò2Á/ÎdÞ$Æ
wΓ

ÃyÇ�ÁG¿�À�Á/Å�ÁaÅ�Ñ,ÁvÒ2Ð ã�Á/ÎmÞ$Æd¿�À�Á�ËaÁ2¿�Ç�Ð�Ò
l
Ü �qÐ ¾	ÃyÂ Â¥ÆªÈ�¿�À�ÁÌÒ�À	Ãy¾�ÉÁ�ÊÍjÒ2Ê¨ÊÇ�Î�ÐÄ¾�Ã{¿�Á/ÅhÍ�Ç�ÊË

]0, pa[× ]0,∞[
Ê¾$¿�Ê¢Ã?Î�ÐÄÅ�Ô�Ò2Á;¾$¿�Á;Ç�Á/Î�Ê¾Ì¿�À�ÁnÊÇ�ÐÄÉÐ ¾�õ

ua 7→ ζ = exp(2iπua/pa)
Æ¨ÐÄÁ;ÂÄÎ�Å

¿�À�ÁnÍ�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�É?ÍðÊÇ�Ë ÊÍ
wΓ

¾�ÁvÃyÇ
xa
õ
(dua)

2 = −
(

pa

2π

)2
(dζ/ζ)2

ÜqpMÊ?Å�Ï�Ë Ï�Ñ�È{ÕnÁtÀ	Ã/ÓªÁ
wΓ ∈ St(‖Γ‖, (x1, . . . , xf(Γ)))

Ü
c�Í
f : (Γ, l) → (Γ0, l0)

Ð�ÅµÃy¾ïÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÆªÈtÃy¾	ÎïÃÅaÃåÒ2Ê¾�Å�ÁvòªÏ�Á;¾	Ò2ÁÈ
l0 = cl

Õ9Ð¥¿�À
c ∈ R>0

Èy¿�À�Á;¾�¿�À�ÁtÀ�ÊËÌÊy¿�À�Á;¿*Æ
hc : B0

a → B0
f(a)

ÉÐ¥ÓªÁvÅ!ÃhÞ�ÐÄÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë
f̂ : ‖Γ‖ →

‖Γ0‖
ÜqptÀ$Ï	ÅO¿�Ê?Á;ÓÁ/Ç�ÆGÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ�ÃyÏ�¿�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

ϕ(g)
ÈÕnÁ�ÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á�Ã�Þ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒ

ÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë
ϕ̂(g)

ÜqptÀ�ÁnÃÒ'¿�Ð Ê¾�Ê¾S¿�À�ÁnÒ;Â ÊªÅ�Á/ÎS¿�Ç�Ã�ë�Á/Ò'¿�ÊÇ�Ð Á/ÅOÊÍ�Â Á2ÓªÁ;Â
t > 0

ÐÄÅqÎ�Á;ã�¾�Á/Î
¿�ÊdÞ,Áa¿�À�ÁZÅ�ÃyËÌÁµ¿�À	Ãy¾ç¿�À�ÁñÃÒ'¿�Ð Ê¾äÊ¾ç¿�À�ÁµÉÇ�ÃyÑ�ÀMÜZptÀ�ÁñÃyÒ2¿�Ð Ê¾äÊ¾ç¿�À�ÁñÑ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å?Ð�Å
Å�Ñ,Á/Ò;Ð ã�ÁvÎ Þ$Æ ¿�À�Ã{¿£Ê¾ ¿�À�ÁJÒ2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Ê¾�Î�Ð ¾�ÉäÍ�ÃÒ2Á/Å;Ü ljÆîÒ2Ê¾�Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ð Ê¾�È

ϕ(g)∗(wΓ) =

wΓ ∀g ∈ G
Ü

c*¿�Ç�Á;ËµÃyÐ ¾�Å�¿�ÊaÑ�Ç�ÊvÓªÁ�¿�À�ÁSÏ�¾�ÐÄò$Ï�Á;¾�Á/Å�Å�Ñ�Ç�ÊÑ�Á;Ç�¿�ÆªÜ ��Ç�ÊÑUÉÇ�ÊÏ�ÑdÃÒ'¿�ÐÄÊy¾	Åt¿�ÊñÅ�Ð ËaÑ�Â ÐÄÍ�ÆªÜ
iMÁ2¿

k : |Γ| ↪→ S
Þ,Á�¿�À�Á�Á;ËGÞ�Á/Î�Î�Ð ¾�ÉSÊÍ

Γ
Å�Ï	Ò�Àµ¿�À	Ã�¿

k(|Γ|) Ð�Å�¿�À�ÁhÒ2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂ,ÉÇ�ÃyÑ�ÀµÊÍ v ÜptÀ�Á;Ç�Á!Ð�Å\Ã9Å�Ð ¾�ÉyÂÄÁjÐÄÅ�Ê{¿�ÊÑ$Æ¢Ò2ÂÄÃÅ�Å\ÊyÍ�À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ
f : ‖Γ‖ → S

Å�Ã�¿�ÐÄÅ�ÍðÆ�Ð ¾�É
f◦ι = k

è Á2í�ÐÄÅ�¿�Á;¾	Ò2ÁÌÐÄÅh¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ)ÈMÃy¾�ÎmÏ�¾�ÐÄò$Ï�Á;¾�ÁvÅ�Å�Ò2ÊËaÁ/ÅhÍ�Ç�ÊËA¿�À�Áj��Â Á;í�Ãy¾	Î�Á/Ç/Ú ÅhÂÄÁ;ËaËaÃ�È�Õ9À�ÐÄÒ�À
Á;¾�Å�Ï�Ç�Á/ÅÌ¿�À�Ã{¿µ¿*ÕtÊåÊÇ�Ð Á;¾$¿�Ã{¿�Ð Ê¾ Ñ�Ç�Á/Å�Á;Ç�Ó�Ð ¾�ÉçÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅaÞ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾ï¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ/ÃyÂ
Î�ÐÄÅ�Ô¨ÅhÕ9À�Ð�Ò�ÀJÃyÉÇ�Á;ÁÌÊy¾ó¿�À�Á�Þ,ÊÏ�¾�Î�ÃyÇ�ÆUÊÍ!¿�À�ÁÌã�Ç�Å�¿�Ê¾�ÁÌÃyÇ�Á�ÐÄÅ�Êy¿�ÊyÑ�ÐÄÒvì'ÜSptÀ�Á;¾mÕnÁ�ã�¾�Î
Ê¾�Â¥ÆçÊ¾�ÁµÞ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë Ð ¾å¿�À�ÐÄÅ¢Ð�Å�Êy¿�ÊÑ$ÆåÒ2ÂÄÃÅ�Å;Ü£c*¾	Î�Á/Á/Î�ÈOÂ Á2¿

yj
Þ�Áa¿�À�ÁµÑ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á

ÊÍ
S
Ò2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�ÉU¿�ÊmÅ�ÊËaÁñÍ�ÃÒ2Á

Fj
ÊÍ

Γ
Ü<i\Á2¿ ‖Fj‖ è Ç�Á/Å�ÑMÜ Dj

ì?Þ,Áµ¿�À�ÁñÑ,ÊÐ ¾$¿�Á/Î
Î�ÐÄÅ�ÔZÞªÆ

xj è Ç�ÁvÅ�Ñ�Ü yj ì'Ü�pOÃyÔÁ ξj : ‖Fj‖ → D(0, 1)
ÃaÂ Ê�Ò;ÃyÂMÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�Á¢ÃÅ9ÃyÞ,ÊvÓªÁÈ�Ð)Ü ÁÜÄÈ

Å�Ï�Ò�ÀU¿�À�Ã{¿
(dua)

2 = −p2
j (dξj/ξj)

2 Ü�ljÆdÀ$Æ¨Ñ�Êy¿�À�Á/Å�ÐÄÅ;È	¿�À�Á/Ç�ÁGÁ2í�ÐÄÅ�¿?ÃµÂ Ê�Ò;ÃyÂOÒ;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á
zj : Dj → D(0, 1)

Å�Ï	Ò�À£¿�À	Ã{¿
v = −p2

j (dzj/zj)
2 Ü�ptÀ�Á;¾<Î�Á;ã�¾�Á f Ç�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ'¿�Á/Î£¿�Ê ‖Fj‖ÞªÆ

f = z−1
j ◦ ξj

ÜçptÀ�ÐÄÅ�ÐÄÅÌÃmÞ�ÐÄÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜåptÀ�Á£Â Ê�Ò;ÃyÂnÒ;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á/Å
ξj
Ã{¾	Î

zjÁ2í¨¿�Á;¾	Îa¿�ÊG¿�À�Á�Þ�ÊÏ�¾	Î�ÃyÇ�ÆÌÕ9Ð¥¿�À
ξj ◦ ι(|a|) = zj ◦ k(|a|)

È�Å�ÊS¿�À	Ã{¿
f
ÐÄÅjÉÂÄÊyÞ	ÃyÂ Â¥ÆZÎ�Á;ã�¾�Á/Î

Õ9Ð¥¿�À
f ◦ ι = k

Ü
�

��ÊÇ�¾�Ê¾âÉªÃyÂ ÊÐÄÅ�Ð�Ãy¾ Ò2ÊvÓªÁ/Ç�Ð ¾�ÉªÅ;È!ÕnÁ£À�ÃvÓÁZ¿�À�ÁZÍ�ÊyÂÄÂ ÊvÕ9Ð ¾�ÉóÓªÁ;Ç�Å�Ð Ê¾ßÊÍ�¿�À�Áñ¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUõa¿�Ê
Á/ÃÒ�À

[p : (Γ, l) → (∆,m)] ∈ Hcomb
g,g′ (G,K,R)

ÐÄÅÌÃyÅ�Å�Ê¨Ò;ÐÄÃ{¿�ÁvÎ
[p̂ : ‖Γ‖ → ‖∆‖] ∈

Hg,g′(G,K,R)
Å�Ï�Ò�À£¿�À�Ã{¿

wΓ = p̂∗(w∆)
Ü

� %&$ $KG $KG  �!#"�$#%&"�' ��Ü �*9ptÀ�Á?ÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ;ÃyÂMÇ�Á/ÃyÂ Ð ÝvÃ{¿�Ð Ê¾dËµÃ{Ñ
[Γ, l, ϕ] 7→ {[‖Γ‖, ϕ̂], (p1, . . . , pb)}

è Õ9À�Á;Ç�Á pi ÐÄÅ�¿�À�ÁÌÑ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç¢ÐÄ¾J¿�À�ÁÌÊÇ�Þ�Ð ¿ i ì�ÐÄÅ�ÕtÁ;Â Â ��Î�Á;ã�¾�Á/Î�ÈMÅ�ÐÄ¾�Ò2ÁñÃ G ��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿ÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÆâÆ�Ð Á/ÂÄÎïÃ
G
��ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿aÞ�Ð À�ÊÂÄÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë<ÜïptÀ�Á<Í�ÃÒ'¿Ì¿�À�Ã{¿Ì¿�À�Ð�ÅaÐÄÅ�¿�À�Á<Ð ¾+�

ÓªÁ;Ç�Å�ÁaËµÃ{ÑåÐÄÅ¢Á;¾�Å�Ï�Ç�Á/ÎJÞ$ÆóÏ�¾�ÐÄò$Ï�Á/¾�Á/Å�Å�Ð ¾ m ¿�Ç�Á;Þ,Á/Âq¿�À�Á;ÊÇ�Á/Ë<È\Ãy¾�ÎJÏ�¾�Ð�òªÏ�Á;¾�Á/Å�Å?Ð ¾J¿�À�Á
ÉÁ;ÊËÌÁ;¿�Ç�ÐÄÒ/ÃyÂ�Ç�Á/ÃyÂÄÐ Ý/Ã{¿�ÐÄÊy¾ è Ñ�Ç�ÊÑ,Á/Ç�¿*Æ �<ÊÍE¿�À�ÁaÂÄÃÅ�¿S¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËZì'Üe��ÉªÃyÐ ¾�È\Ï�¾�ÐÄò$Ï�Á;¾�ÁvÅ�Å¢Ð ¾



� �%# ��� � � ���	�
���$� � ¡
m ¿�Ç�Á;Þ,Á/Â�¿�À�Á/ÊyÇ�Á;ËYÉÐ¥ÓªÁ/ÅS¿�À�Á£Ò2ÊËaËGÏ�¿�Ã{¿�Ð Ó¨Ð ¿*ÆäÊÍt¿�À�Á£Î�ÐÄÃyÉÇ�ÃyËUÜdc*¿�Ç�Á;ËµÃ{ÐÄ¾�ÅS¿�ÊmÑ�Ç�ÊvÓªÁ
¿�À�Á¢Ò2Ê¾$¿�Ð ¾¨Ï�Ð¥¿�Æ
��¿�À�ÐÄÅ�ÐÄÅ9Î�Ê¾�Á¢Ð ¾dptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë �¨Ü ×¨Ü

�q³���A � ��» �?�¸ � A	¼�¹�� =�¹�Cª½�·ª½)¹O¶
éåÁj¾�ÊvÕßÎ�ÁvÅ�Ò2Ç�Ð Þ�Á�¿�À�ÁnÒ2Á;ÂÄÂ Ï�Â�Ã{Ç!Î�Á/Ò;ÊyËaÑ�ÊÅ�Ð¥¿�ÐÄÊy¾�ÊÍ�Î�Á/Ò2ÊÇ�Ã{¿�Á/Î¢fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝEÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å;ÜOptÀ�ÐÄÅ

Â Á/ÃÎ�ÅE¿�ÊaÃ�Ò�À	Ã{Ç�ÃyÒ2¿�Á;Ç�Ð Ý/Ã{¿�ÐÄÊ¾£ÊÍMÐ¥¿�Å�Ò2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/Î£Ò2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿�Å;ÜM��ÂÄÅ�Ê�È¨ÕnÁ?Å�À�ÊvÕê¿�À�Ã{¿n¿�À�Á
Ò2ÊËÌÑ�Ï�¿�Ã{¿�Ð Ê¾ ÊÍ¢¿�À�Á/Ð Ç<ÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎkÒ�À�ÃyÇ�ÃÒ2¿�Á;Ç�Ð�Å�¿�Ð�ÒJÇ�Á;Â Ð ÁvÅ<Ê¾î¿�À�ÁçÒ;ÊyËaÑ�Ï�¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾kÊÍ¢¿�À�Á
Î�Á;ÉÇ�Á/Á?Þ,Á2¿�ÕnÁ;Á/¾<fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝSÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å9Ãy¾�Î£ËaÊ¨Î�Ï�Â ÐMÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å;Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �C*
(+* i\Á2¿

(Γ0, l0, ϕ0) ∈ Hcomb
g (G,R)

Ãy¾	Î
(‖Γ0‖, ϕ̂0)

Ð¥¿�Å�ÉÁ/ÊyËaÁ2¿�Ç�Ð �
Ò;ÃyÂjÇ�Á/ÃyÂ Ð ÝvÃ{¿�Ð Ê¾MÜmptÀ�ÁZÒ2ÊËGÞ�Ð ¾	Ã�¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂEÇ�Á/ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁ£pMÁ/ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇaÅ�Ñ�ÃÒ2Á T comb

G (Γ0, l0, ϕ0)ÐÄÅ�ËaÃÎ�ÁSÊÍ!òªÏ	ÃÎ�Ç�Ï�Ñ�Â Á2¿�Å
(Γ, l, ϕ, f)

È	Õ9À�Á/Ç�Á
(Γ, l, ϕ) ∈ Hcomb

g (G,R)
È,¿�ÊÉÁ2¿�À�Á;Ç�Õ9Ð¥¿�À

Ã
G
�*Á/ò$Ï�Ð¥ÓÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿�ò$Ï�ÃÅ�Ð�Ò2Ê¾�Í�ÊÇ�ËµÃyÂMÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

f : ‖Γ0‖ → ‖Γ‖
Ü�pMÕnÊñò$Ï	ÃyÎ�Ç�Ï+�

Ñ�Â Á;¿�Å
(Γi, li, ϕi, fi)i=1,2

ÃyÇ�ÁSÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿�Ð Í!Ãy¾�Î<Ê¾�Â¥Æ£Ð ÍO¿�À�Á;Ç�ÁSÁ2í�ÐÄÅ�¿�Å�Ã
G
��Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿

ÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�Æ
h : (Γ1, l1, ϕ1)→ (Γ2, l2, ϕ2)

Å�Ï	Ò�À<¿�À	Ã{¿
f2 ◦ f−1

1 = ĥ
Ï�Ñ£¿�ÊÌÀ�ÊËaÊy¿�ÊÑ$ÆªÜ

ptÀ�Á9Ç�Á/ÂÄÃ{¿�Ð ÓÁhËÌÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇEÉÇ�ÊÏ�ÑñÃÒ'¿�ÅjÊyÞ$Ó�Ð ÊÏ	Å�Â¥ÆaÊ¾µ¿�À�ÐÄÅEpMÁ/ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇtÅ�Ñ�ÃÒ;ÁÜ ��Á;¾�Êy¿�Á9Þ$Æ
Hcomb
G (Γ0, l0, ϕ0)

¿�À�Á¢ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�Å�Ñ�ÃÒ2ÁªÜ
ptÀ�ÁñÞ�Ð ë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾ Hcomb

g (G,R) → Hg(G,R) × P(Rb
>0)

Ò2ÊËaÁ/ÅGÐ ¾âÍ�ÃÒ2¿GÍ�Ç�ÊË Á/ò$Ï�Ð �
ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿�Þ�Ð ë�Á/Ò2¿�Ð Ê¾	Å T comb

G (Γ0, l0, ϕ0)→ TG(‖Γ0‖, ϕ̂0)×P(Rb>0)
Õ9Ð¥¿�ÀaÇ�Á/Å�Ñ,Á/Ò'¿�¿�Ê?¿�À�Á

ÃÒ'¿�Ð Ê¾	ÅSÊÍt¿�À�ÁñÇ�Á;ÂÄÃ{¿�Ð ÓªÁZËaÊ¨Î�Ï�Â�Ã{Ç�ÉÇ�ÊÏ�ÑMÈ è (∆,m, ψ, f)
ËµÃyÑ�Å¢¿�Ê

(‖∆‖, ψ̂, f)
ì'È!Ãy¾�Î

ÍðÇ�ÊË ¿�À�Á¢Ð ¾�Î�Ï	Ò2Á/Î£Þ�Ð ë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾�Å Hcomb
G (Γ0, l0, ϕ0)→ HG(Γ0, l0, ϕ0)× P(Rb>0)

Ü
� & $
3�� $���� 3
	�5 ptÀ�ÁSÍ�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�ÉZÇ�Á/Å�Ï�Â¥¿�ÉÐ¥ÓªÁ/ÅhÒ2Ê¾$¿�Ç�ÊÂ\Êy¾dÓyÃyÇ�ÐÄÃ{¿�Ð Ê¾	Å9ÊÍ�Ò2ÊËaÑ�ÂÄÁ2ímÅ�¿�Ç�Ï�Ò��
¿�Ï�Ç�Á/ÅtÊ¾ ‖Γ‖l Õ9Ð¥¿�À<¿�À�Á?ÓyÃyÇ�ÐÄÃ{¿�ÐÄÊy¾	Å�ÊÍM¿�À�Á?ËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ l Ü
 �!#"�$#%&"�' �C* MC* �OZ

f : (Γ, l, ϕ) → (Γ0, l0, ϕ0)
5O7j<4>6?dQ�>�7T04[	>�Z�0���JK5��D:61�5f:6B9Y5O7T>D?A>61�^

Q/_587�?h7 :6BC[V0���JK5��D:61�5f:DB9 
P/_5,9E0�/+04:R[=<4>DGOGU:4Q7i0�7 S 9,/+0�B 9,/+0�1�0�04365O7�9,7	:
G
^�0���J�5 �D:61�5F:6B9

�;^ ��J�:�7�5F<2>6B�Z�>61�?P:DG /+>6?P04>6?A>61EQ/_5O7�?
f̂ : ‖Γ‖ → ‖Γ0‖

7�J�<�/=9,/+:D9
K(f̂) → 1

LM/+0�B

|l − l0| → 0
k

� %&$ $KG&*JéåÁñÒ;Ãy¾åÇ�ÁvÅ�¿�Ç�Ð�Ò'¿GÊÏ�Ç�Å�Á;Â Ín¿�ÊU¿�À�ÁñÒ;ÃÅ�ÁµÕ9À�Á;Ç�ÁµÁ/Ð¥¿�À�Á;Ç
f
ÐÄÅGÃy¾åÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë

Õ9À�ÐÄÒ�ÀçÃyÂ¥¿�Á;Ç�Å�Ê¾�Â¥ÆóÊ¾�ÁÌÁ/Î�ÉÁÚ ÅhÂ Á;¾�Éy¿�ÀMÈ�ÊÇ
f
ÐÄÅ¢Ãñé À�Ð¥¿�Á;À�Á/ÃÎJÒ;ÊÂ ÂÄÃyÑ�Å�ÁÌÊ¾JÊ¾�Á�Á/Î�ÉÁÈ

ÔÁ;Á;Ñ�Ð ¾�É�Ò;Ê¾�Å�¿�Ãy¾ª¿OÊy¿�À�Á;ÇMÂÄÁ;¾�Éy¿�À�Å;Ü �	ÊÇ/È�Ð ¾S¿�À�Á�ÉÁ;¾�Á;Ç�ÃyÂ$Ò;ÃÅ�ÁÈvÕnÁEÎ�Á/Ò2ÊËaÑ�ÊÅ�Á
f
ÈyÃy¾�Î?Ï	Å�Á

¿�À�Á�Í�ÃÒ'¿M¿�À�Ã{¿
g◦h ÐÄÅ K(g)K(h)

��òªÏ	ÃÅ�ÐÄÒ2Ê¾�ÍðÊÇ�ËµÃyÂªÐ Í
g è Ç�ÁvÅ�Ñ�Ü h ì�ÐÄÅ K(g)

� è Ç�Á/Å�Ñ�Ü K(h)
��ì

òªÏ	ÃÅ�ÐÄÒ2Ê¾�ÍðÊÇ�ËµÃyÂ)Ü
éåÁ�Ï	Å�Á¢Ò2ÊËÌÑ�Â Á2í£Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å�Î�Á/ã�¾�Á/ÎZÐ ¾£¿�À�Á�Ñ�Ç�Ê¨ÊÍMÊyÍOptÀ�Á/ÊyÇ�Á;Ë ��Ü ��È�Þ�Ï�¿nÕ9Ð ¿�À£¿�À�Á

Ò�À	Ã{¾�ÉÁ?ÊÍOÒ;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á/Å

za =
p(F (a))

2π
exp(2iπua/p(F (a))).

éåÁ¢Õ9Ð Â ÂOÃyÂ¥ÕtÃ/Æ�Å9Ï�Å�Á¢¿�À�ÁSÑ,Ê�ÕnÁ;Ç9Í�Ï�¾	Ò'¿�Ð Ê¾UÂ ÐÄÔÁ¢¿�À�ÐÄÅ;õjÕ9À�Á;¾U¿�À�ÁSÃyÇ�ÉÏ�ËaÁ;¾$¿�ÐÄÅ9ã�í¨ÁvÎ�È
Ð¥¿�Ò2Ê¾�Å�ÐÄÅ�¿�Å9Ð ¾UËGÏ�Â¥¿�Ð Ñ�Â Æ¨ÐÄ¾�ÉñÐ¥¿�Õ9Ð¥¿�À<¿�À�Á?Á;í¨Ñ�Ê¾�Á;¾$¿vÜ



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � ���

�g5O147�9��g:67T0
�
iMÁ2¿

e = (a, ā)
Þ,Á¢¿�À�ÁSÁvÎ�ÉÁ�Å�Ï	Ò�Àd¿�À	Ã�¿

l(f(e)) = l(e) + ε
Ãy¾	Î

F (a) =

(a1, a2, . . . , ak = a)
Þ,Áa¿�À�ÁñÍ�ÃÒ2ÁaÕ9À�ÐÄÒ�ÀâÒ;Êy¾$¿�ÃyÐ ¾�Å

a
Ü m Á2¿

lk = l(a)
È
p = p(F (a))

È
R = p/(2π), Rε = (p+ ε)/(2π)

ÜqéåÁ¢ã�Ç�Å�¿�ÃÅ�Å�Ï�ËaÁ?¿�À	Ã{¿
k ≥ 2

Ü
ptÀ�Á;¾£ÕnÁSÎ�Á/ã�¾�Á

f̂F : D(O,R)→ D(O,Rε)
ÞªÆ

Rε
R
z

p
p+ε |z| ε

p+ε
ÍðÊÇ

0 ≤ arg(z) ≤ 2π(p− lk)/p,

Rε
R

z
p

p+ε
(1+ε/lk)

|z| ε
p+ε

(p/lk−1)
× exp

(

2iπ
ε

p+ ε

(

1− p

lk

)

) ÍðÊÇ
2π(p− lk)/p ≤ arg(z) ≤ 2π.

ptÀ�ÐÄÅ�ÐÄÅtÕnÁ/Â ÂMÎ�Á;ã�¾�Á/Î£Í�ÊÇ
arg(z) = 2π

Ãy¾	Î
arg(z) = 2π(p− lk)/p

Ü
éåÁZÎ�ÊU¿�À�ÁZÅ�ÃyËÌÁZÒ;Êy¾	Å�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ð Ê¾äÍ�ÊÇ¢¿�À�ÁñÍ�ÃÒ2Á

F (ā)
ÈqÃy¾�ÎJ¿�ÃyÔÁñÐÄÎ�Á/¾ª¿�Ð¥¿�ÆçÍ�ÊÇSÊy¿�À�Á/Ç

Í�ÃÒ2ÁvÅ;Ü
c�¾J¿�À�ÁµÒ;ÃÅ�Á

k = 1
È�¿�ÃyÔÁ

f̂F (z) = (p + ε)z/p
È\Ãy¾�ÎJ¾�Êy¿�Á�¿�À	Ã�¿

F (ā)
Ò/Ã{¾å¾�Êy¿¢Þ�Á

ËÌÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á;¾$¿vÜ
éåÁ?À�Ã/ÓªÁ?ÃaÅ�Ð ËaÐ ÂÄÃyÇ�Ò2Ê¾�Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�ÐÄÊy¾<ÐÄ¾Z¿�À�Á¢Ò;ÃÅ�Á�Õ9À�Á;Ç�Á

a
Ãy¾	Î

ā
Þ�Á;Â Ê¾�É�¿�ÊÌ¿�À�Á?Å�ÃyËaÁ

Í�ÃÒ2ÁªÜ
éåÁ?À	Ã/ÓªÁ�¿�ÊµÒ�À�Á/Ò�Ôñ¿�À�Ã{¿�¿�À�Á

f̂F
ÉÂ Ï�Á�¿�ÊµÎ�Á;ã�¾�Á/Î

f̂
Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾ ‖Γ‖ Ãy¾	Î ‖Γ0‖

Ü
�qÐÄÇ�Å�¿�Â ÆªÈ	¿�À�ÁSÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ

f̂F
Á2í¨¿�Á;¾	ÎUÊ¾dÞ�ÊÏ�¾	Î�ÃyÇ�Ð ÁvÅ�ÊÍ!Î�ÐÄÅ�Ô�Å;È�Ãy¾�Î<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ

ËaÃyÑ	ÅtÊ¾$¿�Ê�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ;Á/Å;Ü
é Ð¥¿�À�ÊÏ�¿�Â ÊªÅ�Å�ÊÍ\ÉÁ;¾�Á/Ç�ÃyÂ Ð¥¿�ÆªÈ�ÕnÁ¢Ò;Ê¾�Å�ÐÄÎ�Á;Çt¿�À�Á¢Ò;ÃÅ�Á�Õ9À�Á;Ç�Á

a
Ãy¾	Î

ā
Î�ÊÌ¾�Êy¿9Þ,Á;Â Ê¾�É

¿�Êa¿�À�Á¢Å�ÃyËÌÁ¢Í�ÃÒ2ÁÜ!c�Í\ÕnÁ¢Å�Á2¿
θ = arg(z)

Ãy¾	Î
α = arg(f̂F (z))

È�ÕnÁ¢À	Ã/ÓÁ
α = θ

p

p+ ε

ÊyÇ
α =

θp(1 + ε/lk) + c

p+ ε
.

Õ9Ð¥¿�À
c
Å�ÊyËaÁçÒ2Ê¾	Å�¿�Ã{¾$¿vÜ m Ð ¾	Ò2Á

θ = 2πx/p
È�Ãy¾�Î

α = 2πy/(p + ε)
È�ÕnÁçÎ�Á/Î�Ï�Ò;Á

¿�À	Ã{¿/È,Õ9Ð ¿�ÀçÒ;Ãy¾�Ê¾�ÐÄÒ;ÃyÂqÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�Á/Å;È
f̂F

ÐÄÅ�¿�À�ÁGÐÄÎ�Á;¾$¿�Ð ¿*ÆmÊÇ?Ãy¾óÃ 
a¾�Á�ËaÃyÑ è x 7→ y =

x(1 + ε/lk) + c
ìnÊ¾U¿�À�ÁSÅ�Á;ÉËaÁ;¾$¿

[0, p]
Ü ��Å�ÓyÃ{ÂÄÏ�Á/ÅhÃ{¿�¿�À�Á¢ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ9ÃyÇ�ÁSã�í¨ÁvÎ�È�Ã 
a¾�Á

ËaÃyÑ	ÅtÐÄ¾�Î�Ï�Ò;Á/Î£ÞªÆ
f̂F

Ãy¾	Î
f̂F ′

Á/ò$Ï�ÃyÂ�Ê¾<ÁvÎ�ÉÁ/Å;Ü
éåÁjÀ�Ã/ÓªÁ�¿�Ê�Ò/ÃyÂÄÒ2Ï�ÂÄÃ{¿�Áj¿�À�ÁjÎ�Ð ÂÄÃ{¿�Ã{¿�Ð Ê¾	Å

K(f̂(z))
ÜMéåÁjÒ/Ã{¾SÇ�ÁvÅ�¿�Ç�Ð�Ò'¿\¿�À�ÁjÒ;ÊyËaÑ�Ï�¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾

¿�ÊhÃy¾�ÉÏ�Â�Ã{ÇOÅ�ÁvÒ'¿�ÊÇ�ÅMÕ9À�Á;Ç�Á
f̂
ÐÄÅ\Î�Ð N,Á;Ç�Á/¾ª¿�ÐÄÃyÞ�Â ÁÈÃy¾�ÎSÏ�Å�ÁEÍðÊÂ Â Ê�Õ9Ð ¾�ÉhÂ Á/ËÌËµÃ�È�Õ9À�ÊªÅ�ÁEÑ�Ç�Ê¨ÊÍ

ÐÄÅ�Î�Ð Ç�ÁvÒ'¿/Ü
�M"+'W' � �C*��&* � 0T9

T
9,/+0=>4Q�0�B 7T0T9P>�Z 9,/+0 <4>6?WQCGU043 QCGU:6BC0=[R0fXMBC04[ @ �

0 < α <

arg(z) < β < 2π
:6BC[

0 ≤ |z| < 1
k � 0T9

g : T → T ′ @40�7i>6?P0�[65 �W04>6?P>61EQ/_587�? >�Z�9O/+0
Z�>61�?

g(z) = czaz̄b S LI/+0�120 a, b, c :6120h1204:DG B�J�?A@40�147 7�J�<�/ 9,/+:D9 |a| > |b| k -#/+0�B g 5O7

K
^ ��J�:�7�5F<4>6BlZ�>61�?P:DG�Lg5,9,/

K = (|a|+|b|)/(|a|−|b|) kc*¾µ¿�À�ÁhÒ;ÃÅ�Á9Õ9À�Á;Ç�Á
a
Ãy¾�Î

ā
Î�ÊS¾�Êy¿jÞ,Á/Â Ê¾�ÉS¿�Ê¢¿�À�ÁhÅ�ÃyËaÁ9Í�ÃÒ2ÁÈªÕnÁ�ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾ñÍ�ÊÇjÁ2í�Ã{ËaÑ�Â Á

K(f̂(z)) =
p+ ε

p

ÍðÊÇ
0 < arg(z) < 2π(p− lk)/p,

K(f̂(z)) =
lk

lk + ε

p+ ε

p

Í�ÊÇ
2π(p− lk)/p < arg(z) < 2π.

�&04<2>6B&[�<4:�7i0
�
i\Á2¿

(Γ, l)
Þ�ÁÌÃZÅ�ËaÊ¨Êy¿�ÀJo9ÐÄÁ;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾JÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�ÀJÃ{¾	Î

(We(Γ), l)
¿�À�Á

Å�ËaÊ$Êy¿�Àåo9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾âÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀçÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�ÁvÎçÞ$ÆçÒ2ÊÂ Â�Ã{Ñ	Å�Ð ¾�Éd¿�À�ÁµÁ/Î�ÉÁ
e = (a, ā)

Ü£iMÁ2¿



� ��� ��� � � ���	�
���$� � ¡
p
Þ,ÁÌ¿�À�ÁÌÑ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç¢ÊÍj¿�À�ÁaÍ�ÃÒ2Á

F (a) = (a1, . . . , ak = a)
Ü�éåÁµÅ�Á2¿

a′i = f(ai)
Í�ÊÇ

i ∈ {1, . . . , k − 1} ÜméåÁ<ÃÅ�Å�Ï�ËaÁ l(ai) = l(a′i)
ÈjÃ{¾	ÎâÎ�Á/¾�Êy¿�ÁZÐ ¿ÌÞªÆ

li
�jÕnÁ£ÃyÂÄÅ�ÊJÅ�Á2¿

lk = l(ak)
Ü

�	ÊÇhÞ�Ç�Á2Ó�Ð¥¿�ÆªÈ,ÕnÁGÕ9Ð Â ÂqÉÐ ÓÁaÎ�Á2¿�ÃyÐ ÂÄÅ�Ê¾�Â¥ÆmÍ�ÊyÇ
k ≥ 3

Ãy¾	Î
ā /∈ F (a) è ¿�À�ÁÌÑ�Ç�Ê�Ò2Á/Î�Ï�Ç�ÁÐÄÅn¿�Êy¿�ÃyÂ Â ÆUÅ�Ð ËaÐ Â�Ã{Ç�Í�ÊÇ�Êy¿�À�Á;Ç9Ò;ÃÅ�Á/Å�ì'Ü

��ÉªÃyÐ ¾MÈ,ÕtÁ�Þ�Ï�Ð ÂÄÎ
f̂
Ê¾óÁvÃyÒ�ÀóÍ�ÃÒ2ÁÈ�Þ�Ï�¿�ã�Ç�Å�¿�Â¥ÆmÐ ¾çÎ�ÐÄÅ�Ô�Å�ÊyÍjÇ�ÃÎ�ÐÄÐ

ηF p(F )/2π
Õ9Ð¥¿�À

0 < ηF < 1
ÜaptÀ�Á;¾JÕnÁµÅ�À�ÊÏ�ÂÄÎçÎ�Á;ã�¾�Á

f̂
Ê¾J¿�À�ÁaÒ2ÊËaÑ�ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�ÃyÇ�ÆJÊÍ�¿�À�Á/Å�ÁµÎ�ÐÄÅ�Ô�Å;ÈMÃ

Ç�Ð Þ�Þ,Ê¾£Õ9À�ÐÄÒ�ÀdÒ2Ê¾$¿�ÃyÐ ¾	Ån¿�À�Á?ÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ?Ç�ÁvÃyÂ Ð Ý/Ã{¿�Ð Ê¾UÊÍ\¿�À�Á?Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀMÜ
c�¾£¿�À�Á¢Î�ÐÄÅ�Ô£Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�É�¿�ÊÌ¿�À�Á?Í�ÃÒ2Á

F (a)
È�ÕnÁSÎ�Á;ã�¾�Á

f̂F (a)
ÞªÆ

p− lk
p

z
p

p−lk

|z|
lk

p−lk

Í�ÊyÇ
0 ≤ arg(z) ≤ 2π

p− lk − lk−1

p
,

p− lk
p

z
plk−1

(p−lk)(lk−1+lk)

|z|
lk(lk+lk−1−p)

(p−lk)(lk−1+lk)

× e2iπlk
p−lk−lk−1

(p−lk)(lk−1+lk)
ÍðÊÇ

2π
p−lk−lk−1

p
≤ arg(z) ≤ 2π.

ptÀ�ÐÄÅnÎ�Á;ã�¾�Á/ÅnÃSÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë Ê¾$¿�ÊGÐ¥¿�ÅnÐ ËµÃyÉyÁªÈ�ÃGÎ�ÐÄÅ�ÔµÊÍ�Ç�ÃÎ�Ð Ï	Å
ηF (a)(p− lk)/2π

Ü
éåÁ?ËµÃ{ÔÁ?¿�À�ÁSÅ�ÃyËaÁ¢Ò2Ê¾	Å�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ð Ê¾UÍ�ÊÇ

F (ā)
Ãy¾	ÎZ¿�ÃyÔÁ�¿�À�Á?Ð�Î�Á;¾$¿�Ð¥¿�Æ£Í�ÊÇ�Êy¿�À�Á;Ç�Í�ÃÒ2Á/Å;Ü

D�Å�Ð ¾�Éai\Á;ËaËaÃe�¨Ü ��È�¿�À�Á¢Î�Á/Å�Ð Ç�ÁvÎ<Ñ�Ç�ÊÑ�Á;Ç�¿�ÐÄÁ/ÅtÍ�ÊÇ
K(f̂(z))

ÃyÇ�Á?Ð ËaËaÁ/Î�Ð�Ã�¿�ÁÜ
ptÀ�Á�¿�Ç�Ã{¾	Å�Í�ÊÇ�ËµÃ�¿�Ð Ê¾dÃ{ÂÄÊ¾�ÉµÒ;Â ÊªÅ�Á/Î£¿�Ç�Ã�ë�Á/Ò'¿�ÊÇ�Ð Á/ÅtÕ9Ð¥¿�ÀdÒ;Ãy¾�Ê¾�Ð�Ò;ÃyÂ�Ò;Ê$ÊÇ�Î�Ð ¾	Ã{¿�Á/ÅtÐ�Å

x′ =







x
ÍðÊÇ

0 ≤ x ≤ p− lk − lk−1
È

xlk−1

lk−1 + lk
+
lk(p− lk − lk−1)

lk−1 + lk

ÍðÊÇ
p− lk − lk−1 ≤ x ≤ p

Ü (∗)

éåÁjÎ�Á;ã�¾�Á�Ã�Ò;Â ÊªÅ�Á/Î¢¾�Á/Ð ÉÀ$Þ�ÊÇ�À�Ê¨Ê�Î
R
ÊÍ

(a, ā)
Õ9À�Ð�Ò�ÀSÒ;Êy¾$¿�ÃyÐ ¾�Å\Ãy¾?ÊÑ�Á;¾?¾�Á;Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê¨Ê¨Î

ÊÍMÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å
a(0)

Á;¿
a(1)

È�Ãy¾	Î£Ð ¾�Ò;Â Ï�Î�Á/Î<Ð ¾<¿�À�Á?Ç�Ð Þ�Þ,Ê¾UÎ�Á;ã�¾�Á/Î£Ï�Ñ,Ê¾MÜ
m Á2¿

b0 = σ−1
2 (ā)

Ãy¾	Î
b1 = σ2(ā)

È�ÊÍ�Â Á;¾�Éy¿�À	Å
m0

Ãy¾�Î
m1

Ü�o9Á/Ò/Ã{ÂÄÂO¿�À	Ã{¿
ak−1 =

σ−1
2 (a)

Ãy¾	Î
a1 = σ2(a)

ÊÍOÂÄÁ;¾�Éy¿�À�Å
l1
Á2¿
lk−1

Ü m Á;¿
p = p(F (a))

Ã{¾	Î
p′ = p(F (ā))

Ü
��ÊÇÌÅ�À�ÊÇ�¿�¾�ÁvÅ�ÅSÕnÁ£ÃÅ�Å�Ï�ËaÁñ¿�À�Ã{¿

a(0)
Á2¿
a(1)

ÃyÇ�Áñ¿�Ç�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾$¿/ÜçptÀ�Á;¾
āk−1 = σ2(b̄1)Ãy¾�Î

b̄1
Þ,Á/Â Ê¾�ÉU¿�ÊóÃdÒ;ÊyËaËaÊ¾äÍ�ÃÒ2Á

F3
ÊÍtÑ,Á/Ç�Ð ËaÁ2¿�Á/Ç

p3
ÈqÃy¾	Î

ā1
Ãy¾	Î

b̄0
Þ,Á;Â Ê¾�ÉU¿�Ê

ÃmÒ2ÊËaËaÊy¾âÍ�ÃÒ2Á
F4

ÊÍ�Ñ�Á;Ç�Ð ËaÁ2¿�Á;Ç
p4
ÜdiMÁ;¿

µ ∈]0,min(m0,m1, l1, lk−1)[
Þ�ÁZÃmÇ�Á/ÃyÂ

¾$Ï�ËGÞ,Á;ÇvÜ
ptÀ�Á�Ò2ÂÄÊÅ�Á/ÎSÅ�Á2¿

R
ÐÄÅ�ËµÃÎ�Á�ÊyÍ�ÍðÊÏ�Ç�ÉÂ Ï�Á/Î¢ò$Ï�ÃÎ�Ç�Ãy¾�ÉÂÄÁ/Å

(Ri)i∈{1,...,4} è Å�Á;Ág�qÐÄÉÏ�Ç�Á �$ì'ÜptÀ�Á¢Å�ÐÄÝ;Á¢ÊÍ
R
ÐÄÅ�Ñ	ÃyÇ�ÃyËÌÁ;¿�Ç�Ð Ý/Á/Î<Þ$Æ

lk, µ, η, η
′, η3, η4

Ü
éåÁ�Å�Á;¾	Î

R
Êy¾a¿�À�Á�Ò2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�ÉSÅ�Á2¿jÊÍ ‖We(Γ)‖ Ð ¾ñÃSÒ2ÊËÌÑ	Ã{¿�ÐÄÞ�Â Á9ÕtÃ/Æ�Õ9Ð ¿�Àµ¿�À�ÁÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�Ð Ê¾UÊÍ
f̂
Ê¾£¿�À�Á?Þ�ÊÏ�¾	Î�ÃyÇ�Æ%��Å�Á;Á?Í�ÊÇ�ËGÏ�ÂÄÃ

(∗) ÜéåÁ?Ò�À�Ê¨ÊªÅ�Á?ÃÅnÐ ËµÃyÉÁ?ÊyÍM¿�À�Á�ÁvÎ�ÉÁ
e
ÃÌÅ�Á;ÉËaÁ;¾$¿�ÊÍMÓÁ/Ç�¿�Ð�Ò;ÃyÂ�¿�Ç�Ã{ë�Á/Ò'¿�ÊyÇ�ÆªÈ�Ãy¾	ÎñÕ9À�ÊªÅ�Á

Â Á;¾�É{¿�ÀUÐÄÅ
2c(lk)

È�Õ9À�Á/Ç�Á
c(lk)

ÉÊ¨Á/Åt¿�ÊµÝ;Á;Ç�ÊµÃÅ
lk
ÉÊ¨Á/Åt¿�ÊaÝ;Á;Ç�Ê�Ü

ptÀ�Á?Ð ËµÃyÉÁ?ÊÍ\¿�À�Á
(Ri)i∈{1,...,4}

ÃyÇ�Á�¿�À�Á¢Ñ,ÊÂ Æ¨ÉÊ¾	Å
(Pi)i∈{1,...,4}

ÊÍ\ã�ÉÏ�Ç�Á	��Ü
p\ÊZÁ/Å�¿�Ð ËµÃ{¿�Á�¿�À�Á�Î�Ð ÂÄÃ{¿�Ã{¿�ÐÄÊy¾

Ki
ÊÍ
f̂
Ê¾

Ri
È	ÕnÁÌÒ;Ãy¾óÏ�Å�ÁS¿�À�Á�¾�Êy¿�Ð Ê¾óÊÍ!ËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÏ�Å

ÊÍ
Λ(Γ)

ÍðÊÇGÃUÍ�ÃyËaÐ Â¥ÆçÊÍtÑ�Ð ÁvÒ2Á2Õ9ÐÄÅ�ÁZÅ�ËaÊ¨Êy¿�ÀäÑ�Ã{¿�À�ÅSÎ�Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ�Ð ¾�ÉmÃy¾åÊÑ,Á/¾åÎ�ÐÄÅ�ÔJÊyÍn¿�À�Á
Ñ�ÂÄÃy¾�ÁÈ�Î�Á;ã�¾�Á/Î£ÞªÆ£ijÜ��ÌÜ���À�Â ÍðÊÇ�ÅtÐÄ¾dÒ�À	Ã{Ñ�¿�Á;Ç�c�È § �7ÊÍnÖ�×vÙ*Ü



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � � �

µ

µ
µ
µ

µµ

µ
µ

µ

µ

µµ

µ

µ

µ

µ

µ

µ

(1−η)p

(1−η4)p4

(1−η4)p4

(1−η′)p′ (1−η′)p′

(1−η3)p3

(1−η3)p3

(1−η)p

R1

R2

R3

R4

f̂
(µ+lk)lk−1

lk+lk−1

(µ+lk)m0

lk+m0

(1−η)(p−lk)

(1−η4)p4

(1−η4)p4

(1−η′)(p′
−lk)

(1−η′)(p′
−lk)

(1−η3)p3

(1−η3)p3

(1−η)(p−lk)

P1

P2

P3P4

c(lk)

� � ��������� ��� ��� � ��� � ����� � # � �  �  ���� ����� � ��� ���	� � � � ����� ��
 
 ��� # � � � � ����$



� �%� ��� � � ���	�
���$� � ¡
�	ÊÇ

R1
Ãy¾�Î

R3
ÕnÁGÒ�À�Ê¨ÊªÅ�Á¢Ñ�Ã{¿�À�Å�Þ,Á;¿*ÕnÁ/Á;¾<¿�À�ÁSÅ�ÐÄÎ�Á/Å9ÊyÍOÂÄÁ;¾�Éy¿�À�Å

2µ+ lk
Ãy¾�Î

2µ
È

Ç�Á/Å�Ñ,ÁvÒ'¿�Ð ÓªÁ;Â¥ÆªÜEéåÁSÑ�Ï�¿
Pi
Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾dÇ�Á/Ò'¿�Ãy¾�ÉÂ ÁvÅt¿�ÊµÁvÅ�¿�ÐÄËaÃ{¿�Á

Λ(Pi)
ÜjéåÁGÒ;ÃyÂÄÒ;Ï�ÂÄÃ{¿�ÁSÍ�ÊÇ

Á2í�Ã{ËaÑ�Â Á
Λ(R3)

Λ(P3)
≤ K3 =

(1− η3)p3

(1− η3)p3 − c(lk)
.

c*Í
Λ(P1) ≥ Λ(R1)

È�¿�À�Á/¾
Λ(P1)

Λ(R1)
≤ K1 =

(lk + lk−1)(2µ+ lk)[(1− η)p+ c(lk)]

[µ(lk + 2lk−1) + lklk−1](1− η)p
. �

ptÀ�ÐÄÅ9ÃyÂÄÅ�ÊñÒ2Ê¾�Ò2ÂÄÏ�Î�Á/Åt¿�À�Á?Ñ�Ç�Ê¨ÊÍOÊyÍqptÀ�Á/ÊÇ�Á;Ë ��Ü ��Ü
�

DhÅ�Ð ¾�ÉÌf�ÃyÇ�Á;Ç/Ú ÅE¿�ÁvÒ�À�¾�ÐÄò$Ï�Á/Å?Ö áO�{Ù*È$ÕnÁ?Ò2ÊÏ�ÂÄÎ£Î�Á;ã�¾�Á?ÃGÞ�Ð ë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾<Í�Ç�ÊË T comb
G (Γ0, l0, ϕ0)¿�Ê�Ã¢Å�Ï�Þ	Å�Á2¿EÊÍ�ÃSÅ�Ð ËaÑ�Â ÐÄÒ2Ð�ÃyÂ�Ò2ÊËÌÑ�Â Á2íñÅ�Ê¢¿�À�Ã{¿j¿�À�Á�¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉyÆaÊ¾µ¿�À�ÐÄÅEÅ�Ñ�ÃÒ2Á�ÐÄÅ è Ç�ÊÏ�ÉyÀ�Â¥ÆÅ�Ñ,Á/ÃyÔ¨Ð ¾�É¨ìM¿�À�Á�Í�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�É�õ\¿�ÕnÊ¢Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å

(Γi, li, ϕi, fi)i={1,2}
ÃyÇ�ÁtÓªÁ;Ç�ÆaÒ2Â ÊªÅ�Á9Ð Í�Ãy¾�ÎÌÊ¾�Â Æ

Ð Ít¿�À�Á;Ç�ÁZÁ2í�ÐÄÅ�¿�ÅÌÃmËµÃyÑ
f
Þ,Á2¿�ÕnÁ;Á;¾

(Γ1, l1, ϕ1)
Ãy¾	Î

(Γ2, l2, ϕ2)
Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Á/ÎäÊÍ�Á/ò$Ï�Ð �

ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿¢é À�Ð ¿�Á;À�Á/ÃÎäÒ2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/ÅGÃy¾	ÎçÁ/ò$Ï�Ð ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾ª¿�ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅSÕ9Ð¥¿�ÀßÅ�ËµÃyÂ ÂEÒ�À�Ãy¾�ÉÁ/Å
ÊÍ�ËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒyÜêptÀ�Á;¾ ÕnÁdÒ/Ã{¾ïã�¾�ÎïÃy¾ïÐÄÅ�Êy¿�ÊyÑ$Æ Þ�Á2¿�ÕnÁ;Á;¾

f̂ è Î�Á/ã�¾�Á/Î Ð ¾ ptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë �¨Ü ×ì
Ãy¾�Î

f−1
1 ◦ f2

È$¿�ÊGÊÞ�¿�ÃyÐ ¾ è Ï�Å�ÐÄ¾�É�iMÁ;ËaËµÃa×¨Ü Ûªì!¿�À�Á�Ò2Ê¾$¿�Ð ¾$Ï�Ð¥¿�ÆZÃ{¿nÂÄÁ2ÓªÁ;Â�ÊÍMp\Á;ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;Ü
� , *-* �'*����+.',� �& 0��E&14 � 3 �-&1$

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I ��*�� *ni\Á2¿
Jϕ : TG(‖Γ0‖, ϕ̂0)×P(Rb

>0)→ T comb
G (Γ0, l0, ϕ0)

¿�À�ÁEÐ ¾$ÓªÁ;Ç�Å�Á
ËaÃyÑUÊÍM¿�À�Á¢ÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ;ÃyÂ�Ç�Á/ÃyÂÄÐ Ý/Ã{¿�ÐÄÊ¾�È�ÉÐ ÓÁ/¾<Þ$Æñ¿�À�Á?Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿ m ¿�Ç�Á;Þ�Á;Â�¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUÜ
i\Á2¿

(Γ,m, ϕ) ∈ Hcomb
g(Γ0)

(G,R(ϕ0))
Ãy¾	ÎóÅ�Ï�Ñ�Ñ,ÊªÅ�Á

f : (‖Γ0‖, ϕ̂0) → (‖Γ‖m, ϕ̂)
ÐÄÅ

Ã
G
��ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿µÀ�ÊËaÁ;ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ ptÀ�Á;¾ ÕnÁdÎ�Á/ã�¾�Á

C(Γ, f, ϕ)
ÃÅ�¿�À�ÁUÅ�Ï�Þ�Å�Á;¿µÊÍ

TG(‖Γ0‖, ϕ̂0)× P(Rb>0)
ËµÃÎ�Á?ÊÍ\Á;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿�Å

[R,ψ, g, (pi)i]
Å�Ã{¿�Ð�Å�Í�Æ�Ð ¾�É

Jϕ(R,ψ, g, (pi)i) = (Γ, l, ϕ, î ◦ f),

Õ9À�Á;Ç�Á
l
ÐÄÅMÃy¾ªÆ�ËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ!Ê¾

Γ
Å�Ï	Ò�À?¿�À�Ã{¿�¿�À�ÁjÃÒ'¿�ÐÄÊ¾?ÊÍ

G
ÐÄÅ�ÐÄÅ�ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒyÈyÃy¾�Î

i : (Γ, l, ϕ)→
(Γ,m, ϕ)

ÐÄÅt¿�À�ÁSÒ;Ãy¾�Ê¾�ÐÄÒ/ÃyÂ
G
�*Á/ò$Ï�Ð ÓyÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿9ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ

��Êy¿�Án¿�À�Ã{¿
C(Γ, ϕ, f)

Î�Ê¨Á/Åq¾�Êy¿jÎ�Á;Ñ,Á/¾�Î�Ê¾�¿�À�Á�Ò�À�ÊÐÄÒ;ÁtÊÍ�¿�À�Á�ËÌÁ;¿�Ç�Ð�Ò
m
ÈªÅ�Ð ¾	Ò2ÁtÕnÁ9Ò;Ãy¾

ÃyÂ¥ÕtÃ/Æ�ÅqÒ;ÊËÌÑ�ÊªÅ�ÁnÞ$ÆGÃy¾�ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿!ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËUÜ!ptÀ�ÁvÅ�ÁtÅ�Ï�Þ�Å�Á;¿�Å!Ò2Ï�¿O¿�À�Á�Î�Á/Ò;ÊÇ�Ã{¿�Á/Î
Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁSpMÁ/ÐÄÒ�À�Ë���ÂÄÂ Á;ÇhÅ�Ñ�ÃÒ2Á¢Ð ¾$¿�Ê è ÊÑ�Á;¾�ìEÒ2Á;ÂÄÂÄÅ;È�À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�¿�Ê P(R

a(Γ)/|G|
>0 )

Ü
 �!#"�$#%&"�' �C* �C*P-#/+0g7�9
12:D9,5 XY<4:D9
5F>6BP>�Z TG(‖Γ0‖, ϕ̂0)×P(Rb

>0)
5O7 :�<40�G,GbJ�G`:61 [R04<4>6?dQ�>D^

745
9
5F>6BCk -&/+0 120TG`:D9
5��D0;?A>l[6J�GU:61WaD12>6JlQ ModG(‖Γ0‖, ϕ̂0)
:R<T9O7�5,B=: <20TG,G J+G`:61�L : �Rk -#/+0

7�9E:R@�5
G 58Nl0�1h>�Z�:	<40TGOG
C(Γ, ϕ, h)

5O7 5O7i>6?A>61EQ/_5F<;9E>e9,/+0 ��J�>D9
5F0�B9 >�Z 9,/+0j:6J+9E>6?A>61EQ/_5O7�?
aD1�>6J�Q

AutG(Γ, ϕ)
@ �
Z(G)

k

� %&$ $KG&*ïiMÁ2¿
Km

Þ�Áµ¿�À�Á
m
�*Å�ÔyÁ/Â Á2¿�Ê¾ßËaÃÎ�ÁñÊÍ�Ò2Á;ÂÄÂÄÅ

C(Γ, ϕ, h)
Õ9Ð¥¿�À

a(Γ)/|G| ≤
m + 1

ÈMÃy¾	Îm¿�ÃyÔÁµÅ�Ï�Ò�ÀçÃ<Ò2Á/Â ÂqÕ9Ð¥¿�À
a(Γ)/|G| = m + 1

ÜSéäÁÌÞ�Ï�Ð ÂÄÎó¿�À�ÁaÃ{¿�¿�ÃÒ�À�ËaÁ;¾$¿
ËaÃyÑßÊÍ�¿�À�Ð�ÅÌÒ;Á;Â Â)ÜäiMÁ2¿

l = (l1, . . . , lm)
ÃóËÌÁ;¿�Ç�Ð�ÒZÊ¾

Γ
È!Õ9À�Á/Ç�Á

li
ÐÄÅ�¿�À�Á<Ò2Ê¾	Å�¿�Ãy¾$¿

Â Á;¾�É{¿�ÀZÐ ¾ñ¿�À�Á�ÊÇ�Þ�Ð¥¿nÊÍMÃSÉÁ;ÊËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ;ÃyÂ,Á/Î�ÉÁ
ei
È¨Ãy¾�Î ∑

i li = 1
ÜOéåÁ�¾�ÊvÕ ÃyÂ Â ÊvÕ

li = 0
È

Á2í�Ò2Á;Ñ�¿�Í�ÊyÇ�ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Ån¿�À�ÊÅ�Á¢ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿9Á/Î�ÉÁ?ÐÄÅ9ÃÌÂ Ê¨ÊÑ�Ü



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � �(�

c�Í
li > 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m} Èj¿�À�Á;¾ ÕnÁUËµÃ{Ñ l

¿�Êç¿�À�ÁUÒ2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾	Î�ÐÄ¾�ÉJÁ;ÂÄÁ;ËaÁ;¾ª¿ñÊÍ
C(Γ, ϕ, h)

Ü
c�Í
li = 0

Í�ÊyÇ!Å�ÊËaÁ
i
È�ÕnÁtËaÃyÑ

l
¿�Ê�¿�À�ÁtÒ2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾�Î�Ð ¾�ÉhÁ;Â Á;ËaÁ;¾$¿!ÊyÍ

C(WO(ei)(Γ), ϕi,

ŵ ◦ h) È$Õ9À�Á;Ç�Á ϕi ÐÄÅE¿�À�ÁhÐ ¾	Î�Ï	Ò2Á/Î£ÃÒ'¿�ÐÄÊy¾£ÊÍ G È�Ãy¾	Î w : (Γ, l, ϕ)→ (WO(ei)(Γ), l, ϕi)ÐÄÅn¿�À�Á?Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿�éêÀ�Ð¥¿�Á;À�ÁvÃÎ<Ò2ÊÂ Â�Ã{Ñ	Å�ÁÜ
ptÀ�ÐÄÅ?Î�Á;ã�¾�ÁvÅ�Ã£Ò2Ê¾$¿�ÐÄ¾$Ï�ÊÏ�Å�ËµÃ{Ñ ∏n

i=1]0, 1[ ×
∏m
i=n+1[0, 1[→ Km

È�Õ9À�Ð�Ò�ÀJËµÃyÑ�Å
∏m
i=1]0, 1[

À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ;ÃyÂ Â Æ£Ê¾$¿�Ê
C(Γ, ϕ, h)

È�Ãy¾�Î£Ð ¿�Å9Ò2ÊËaÑ�Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÃyÇ�Æ<Ð ¾
Km−1

Ü
ptÀ�ÁGÒ2Á/Â Â Ï�ÂÄÃyÇ�ÃÒ'¿�Ð Ê¾mÊÍq¿�À�ÁSÇ�Á/ÂÄÃ{¿�Ð¥ÓªÁ�ËaÊ¨Î�Ï�Â�ÃyÇ�ÉÇ�ÊÏ�ÑdÐÄÅ

[θ, C(Γ, ϕ, h)] 7→ C(Γ, ϕ,

h ◦ θ−1)
Ü

éåÁmÒ2Ê¾	Å�ÐÄÎ�Á/Ça¿�À�ÁdÒ;Á;¾ª¿�Á;Ç
e(Γ, ϕ, h)

ÊÍ�¿�À�ÁmÒ2Á;Â Â�Ü ptÀ�ÐÄÅaÐ�Åa¿�À�ÁUÑ�ÊÐ ¾ª¿ZÎ�Á;ã�¾�ÁvÎ Þ$Æ
¿�À�Á�Ï�¾�Ð ¿�ÃyÇ�ÆóËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒyõ

l(e) = 1 ∀e ∈ Ag(Γ)
Ü���ÊÇ�¿�À�Ð�Å?Å�Ñ,Á/Ò;ÐÄÃyÂ!ËÌÁ;¿�Ç�ÐÄÒÈMÃyÂ Âq¿�À�ÁaÃyÏ�¿�ÊD�

ËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅhÃyÇ�ÁSÐ�Å�ÊËÌÁ;¿�Ç�ÐÄÒÜhptÀ�ÁGÒ2Á/¾ª¿�Á;Ç�Ò2Ê¾	Å�ÐÄÅ�¿�Å�Ð ¾óÃZÒ2ÊËaÑ	ÃyÒ2¿ho9Ð Á;ËµÃy¾�¾óÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
RËaÃyÇ�ÔÁvÎUÞ$Æ

f : ‖Γ0‖ → R
È,Á/ò$Ï�ÐÄÑ�Ñ�Á/ÎUÕ9Ð¥¿�ÀJÃ{¾óÃÒ'¿�Ð Ê¾mÊÍ

G
Ãy¾�ÎmÃ m ¿�Ç�Á;Þ�Á;ÂOÎ�Ð N,Á;Ç�Á;¾+�

¿�ÐÄÃyÂ
qR

Å�¿�ÃyÞ�Â Á�Ï�¾�Î�Á;Ç9¿�À�ÐÄÅ�ÃÒ2¿�Ð Ê¾MÜ�ptÀ�ÁÌÒ2Ç�Ð¥¿�ÐÄÒ;ÃyÂqÉÇ�ÃyÑ�ÀóÊÍ
qR

ÐÄÅ�Ãy¾óÁ;ËGÞ,Á/Î�Î�ÐÄ¾�ÉZÊÍ
ΓÕ9À�ÐÄÒ�ÀJÇ�Á/ÃyÂ Ð Ý/Á/Å�¿�À�Á�Ï�¾�Ð ¿�ÃyÇ�ÆmËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒyÜÌptÀ$Ï	Å�ÕnÁÌÀ	Ã/ÓªÁ

AutG(Γ, ϕ) ∼= AutG(R, qR) =

Aut(e(Γ, ϕ, h))
Ü

lnÏ�¿ZÐ Í
θ ∈ ModG(‖Γ0‖, ϕ̂0)

Èn¿�À�Á;¾
θ · e(Γ, ϕ, h) = e(Γ, ϕ, h ◦ θ−1)

È�Å�Êä¿�À	Ã{¿
Aut(e(Γ, ϕ, h))/Z(G) ∼= Stab(C(Γ, ϕ, h))

È�ÍðÇ�ÊË Õ9À�ÐÄÒ�À£ÕnÁSÎ�Á/Î�Ï	Ò2Á�¿�À�Á?Ç�Á/Å�Ï�Â ¿/Ü
�

��¾ñ¿�À�ÁhÎ�Á/Ò2ÊÇ�Ã{¿�Á/Îñf�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ�ÃÒ2Á HG(‖Γ0‖, ϕ̂0)×P(Rb
>0)

È$ÕnÁhÊÞ�¿�ÃyÐ ¾ñ¿�À�ÁhÐ ¾	Î�Ï	Ò2Á/Î
Ò2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ�Î�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾MÜ
ptÀ�ÁZÒ2Á;Â ÂÄÏ�ÂÄÃyÇÌÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾ßÐÄÅ�Ò2ÊËaÑ	Ã�¿�Ð Þ�Â ÁñÕ9Ð¥¿�Àä¿�À�ÁZÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎâÅ�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ï�Ç�ÁñÐ ¾ä¿�À�Á

Å�Á;¾	Å�ÁmÊÍ¢ptÀ¨Ï�Ç�Å�¿�Ê¾�õm¿�À�Ámã�¾�Ð¥¿�ÁmÉÇ�ÊÏ�Ñ	ÅñÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á/Î ¿�ÊâÁ/ÃÒ�ÀîÑ,ÊÐ ¾$¿£ÊyÍ?¿�À�ÁdÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎ
ÃyÇ�ÁçÒ2Ê¾�Å�¿�Ãy¾$¿UÃyÂ Ê¾�É Á/ÃÒ�ÀkÒ2Á;ÂÄÂ)Ü éåÁçÃyÂÄÅ�Ê Á/ËÌÑ�À	ÃyÅ�Ð Ý;ÁJ¿�À	Ã{¿£¿�À�ÁJ¾�Êy¿�Ð Ê¾kÊÍGÒ2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ
Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾ñÏ�Å�Á/ÎaÀ�Á;Ç�Á�Ò;ÊÐ ¾�Ò;ÐÄÎ�Á�Õ9Ð ¿�Àµ¿�À�Á�Ò;ÂÄÃÅ�Å�ÐÄÒ;ÃyÂ,Ê¾�Á�Ê¾�Â¥ÆÌÍ�ÊÇjÒ;ÊËÌÑ	ÃÒ'¿EÅ�Ñ�ÃÒ2Á/Å/Ü
eEÁ;ÂÄÂÄÅ

C(Γ, ϕ)
ÃyÇ�ÁñÑ	Ã{Ç�Ã{ËaÁ2¿�Ç�Ð Ý/Á/ÎåÞ$ÆçËaÁ2¿�Ç�Ð�Ò;ÅGÊ¾å¿�À�ÁZò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿GÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�ÀMÜ<ptÀ¨Ï�Å

¿�À�Á2ÆGÃyÇ�ÁnÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒE¿�Ê
C(Γ/ϕ(G))

ÜqbdÊÇ�Á;Ê�ÓÁ/Ç/È
C(Γ′, ϕ′)

ÐÄÅqÐ ¾�¿�À�ÁnÞ�ÊÏ�¾	Î�ÃyÇ�Æ¢ÊÍ
C(Γ, ϕ)

ÐÄÍ!Ãy¾�ÎUÊ¾�Â Æ<Ð Í
(Γ′, ϕ′)

ÐÄÅ9ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎUÍðÇ�ÊË
(Γ, ϕ)

Þ$Æ<Á/ò$Ï�Ð¥ÓÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿�é À�Ð¥¿�Á;À�Á/ÃÎ
Ò2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/Å;ÜjptÀ�Á;¾

C(Γ′/ϕ′(G))
ÐÄÅ�Ð ¾<¿�À�Á¢Þ�ÊyÏ�¾	Î�ÃyÇ�ÆZÊyÍ

C(Γ/ϕ(G))
Ü�ptÀ¨Ï�Å/È�Ð ¾dÃ�ÕtÃ/Æ$È

¿�À�ÁµÑ�Ç�Ê{ë�Á/Ò'¿�Ð Ê¾ Hg(G,R) → Mg′,(b1,...,bt)
ÐÄÅGÃdÒ;Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇGÊ¾�Á��q¿�À�ÁZÅ�ÃyËÌÁZÍ�ÃÒ'¿GÀ�ÊyÂ�Î�Å

ÍðÊÇ9¿�À�ÁS¾�Ã{¿�Ï�Ç�ÃyÂMËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ�Þ,Á;¿*ÕnÁ/Á;¾dfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�Ý�Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ�ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎdÞ$Æ<Ç�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ2¿�Ð Ê¾d¿�ÊñÃ
Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�ÑMÈ¨ÊÇ9Þ$Æ£ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿9Þ$Æ£ÃÌ¾�ÊÇ�ËaÃyÂMÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ�Ü
p\ÊÑ���Î�Ð ËaÁ;¾	Å�Ð Ê¾	ÃyÂ�Ò;Á;Â ÂÄÅZÊÍ�ËaÊ�Î�Ï�Â ÐhÅ�Ñ�ÃÒ2Á/ÅZÃy¾	ÎïfhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�ÝóÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅZÃ{Ç�ÁUÆ¨ÐÄÁ;ÂÄÎ�Á/Î Þ$Æ

¿�Ç�Ð¥ÓÃ{ÂÄÁ;¾$¿9Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å è ËaÃ{í�Ð ËµÃyÂM¾$Ï�ËGÞ,Á/Ç�ÊyÍOÁ/Î�ÉÁ/Å�ì�Ü�hÁ/¾�Á;Ç�Ã{ÂÄÐ Ý;Ð ¾�Éç¿�À�Ád¾�Êy¿�Ð Ê¾ïÊÍ ��Ð ÑMÈEÕnÁdÅ�À�ÊvÕ]¿�À	Ã{¿µÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿ ��Ð Ñ�ÅñÒ�À	ÃyÇ�ÃÒ'¿�Á/Ç�Ð Ý;Á
Ò2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/ÎUÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿�Å�ÊÍ Hg(G,R)

È,Î�ÁvÅ�Ò2Ç�Ð Þ�Á/Î<ÐÄ¾ § ×¨ÜEp�ÕtÊa¿�ÊÑ+�*Î�Ð ËaÁ;¾�Å�ÐÄÊ¾�ÃyÂ\Ò2Á;Â Â�Å
C(Γ, ϕ)

Ãy¾	Î
C(Γ′, ϕ′)

Å�À	ÃyÇ�Á�ÃGÒ;Ê¨Î�Ð ËaÁ;¾	Å�Ð Ê¾ñÊ¾�ÁhÒ2Á/Â Â
C(Γ0, ϕ0)

Ð ÍMÃy¾�ÎµÊ¾�Â¥ÆµÐ Í�¿�À�Á;Ç�Á
Á2í�ÐÄÅ�¿�Å

e ∈ Ag(Γ)
Ãy¾�Î

e′ ∈ Ag(Γ′)
Å�Ï�Ò�À£¿�À�Ã{¿

[WO(e)(Γ)] = [Γ0, ϕ0] = [WO(e′)(Γ
′)]
Ü

éåÁ¢Å�Ã/ÆZ¿�À�Ã{¿
(Γ, ϕ)

Î�Ð N,Á;Ç�Å�ÍðÇ�ÊË
(Γ′, ϕ′)

ÞªÆ<Ãy¾ 0���JK5��D:61�5f:6B�9��Y5 Q�Ü
ptÀ�Á ��Ð Ñ	Å?ÃyÇ�ÁaÅ�ÊËaÁ2¿�Ð ËaÁ/Å?Ç�Á;Í�Á;Ç�Ç�ÁvÎJÃÅ�Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Ã{Ç�ÆóËaÊvÓªÁ/ÅaÖ�× �{Ù*È�ÊyÇSÃyÅ�éêÀ�Ð¥¿�Á/À�Á/ÃÎ

ËÌÊvÓªÁvÅ;È�¿�À�Á?Ç�Á/Å�Ï�Â¥¿�ÊÍOÃ�é À�Ð¥¿�Á;À�Á/ÃÎ<Ò;ÊyÂÄÂÄÃyÑ�Å�ÁGÃy¾�ÎUÃGé À�Ð ¿�Á;À�Á/ÃÎ<Ð ¾ �	Ã{¿�ÐÄÊy¾MÜ
� %&$ ��$�� H L Hf$�I �C*��&*e- LY> Q�>65,B9,7W>�Z Hg(G,R)

Gb5f0c5OB 9,/+0 7i:6?P0d<2>6BBC04<�9E04[h<2>6?dQ�>6BC0�B9
5 Ze:6B&[ >6BG � 5 ZA9,/+0 �V@40TGU>6BKa 9F> 9O/+0�:R[�/+0�120�BC<40 >�ZP9E>4QC^ [65,?P0�B�745F>6BC:DG <20TG,G 7 5,BC[R043R04[ @ �



� �%� ��� � � ���	�
���$� � ¡
9,1�5��D:DGU0�B�9 ZT:D9f^
aD1�:4Q/R7 S 0�B&[R>6LY04[�Lg5,9,/�: ��J�:�7�5 Z212040	:R<T9
5f>6B >�Z

G
>�Zj12:6?j5 X <2:D9
5F>6B [R:D9E:

R S LI/_5F<�/ [65 �W0�1�>6BC0YZ212>6? 9,/+0h>D9,/+0�1�@ � :WXMB�5
9E0�7i0���J�0�BC<40h>�Z;0���JK5��6:61�5F:6B9��Y5 Q7ik
� %&$ $KG&*óptÀ�ÁµÒ;Ê¾�Î�Ð¥¿�ÐÄÊy¾åÐÄÅSÅ�Ï 
µÒ2Ð Á;¾$¿GÅ�ÐÄ¾�Ò2ÁµÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿¢éêÀ�Ð¥¿�Á/À�Á/ÃÎçÒ;ÊÂ ÂÄÃyÑ�Å�Á/Å¢ÉÐ¥ÓªÁ
Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿9À�ÊËÌÁ/ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅnÕ9À�ÐÄÒ�ÀUÑ�Ç�Á/Å�Á/Ç�ÓªÁ�¿�À�Á�¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ/Ã{Â�¿*Æ�Ñ�ÁÜ
ptÀ�ÁñÒ2Ê¾	Î�Ð ¿�Ð Ê¾âÐÄÅS¾�ÁvÒ2Á/Å�Å�ÃyÇ�Æ�õ�Â Á2¿

C(Γ1, ϕ1)
Ã{¾	Î

C(Γ2, ϕ2)
Þ,Áµ¿*ÕtÊU¿�ÊÑâÎ�Ð ËaÁ;¾+�

Å�Ð Ê¾�ÃyÂnÒ;Á;Â ÂÄÅ�ÊÍ HG(S0, ϕ0)
È!ÃóÒ2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/ÎâÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿GÊÍ Hg(G,R)

ÜmiMÁ;¿
ai
Þ,Á£Ã{¾

ÃÎ�À�Á;Ç�Á;¾$¿nÑ,ÊÐÄ¾ª¿tÊÍ
C(Γi, ϕi)

ÜM�ªÊyÐÄ¾
ai
¿�ÊÌÃ�Ñ,ÊÐ ¾$¿

bi
ÊyÍ
C(Γi, ϕi)

ÐÄÍ�¾�Á/Ò2ÁvÅ�Å�ÃyÇ�ÆªÜ�ptÀ�Á;¾
ë�ÊÐ ¾

b1
¿�Ê
b2
Þ$ÆµÃ¢Ñ	Ã{¿�ÀñÐÄ¾ª¿�Á;Ç�Å�ÁvÒ'¿�Ð ¾�É�Ê¾�Â¥ÆµÒ2Á;ÂÄÂÄÅEÊÍ�Ò2Ê�Î�Ð ËaÁ;¾�Å�Ð Ê¾ñÝ;Á/Ç�ÊGÃy¾	ÎµÊ¾�ÁÜ!ptÀ�Á;¾

(Γ1, ϕ1)
Î�Ð N,Á;Ç�Å�Í�Ç�ÊË

(Γ2, ϕ2)
Þ$Æ£Ãaã�¾�Ð¥¿�Á¢Å�ÁvòªÏ�Á;¾	Ò2Á?ÊÍ\ÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾$¿ ��Ð Ñ�Å;Ü

�pMÊUÐ ÂÄÂ Ï�Å�¿�Ç�Ã{¿�Áµ¿�À�ÁµÍ�ÃÒ'¿S¿�À	Ã{¿¢¿�À�ÁµÒ2ÊËGÞ�Ð ¾	Ã{¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂEÎ�Á/Å�Ò2Ç�ÐÄÑ�¿�Ð Ê¾åÊÍnfhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝñÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å¢Á;¾��
Ò2Ê�Î�Á/ÅO¿�À�Á;ÐÄÇqÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎÌÅ�¿�Ç�Ï�Ò2¿�Ï�Ç�ÁÈyÕnÁtÂ Ð ¾�ÔS¿�À�Á;Ð Ç�ÊyÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎ�gjÏ�Â Á;Ç�Ò�À	ÃyÇ�ÃÒ'¿�Á;Ç�ÐÄÅ�¿�ÐÄÒyÈ¿�Ê�¿�À�ÊªÅ�Á
ÊÍ\ËaÊ¨Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ�ÃÒ2Á/Å/Ü
é7Ü�ptÀ¨Ï�Ç�Å�¿�Ê¾çÀ�ÃÅ?Á2í¨¿�Á/¾�Î�Á/Îó¿�À�Áa¾�Êy¿�ÐÄÊ¾çÊÍEgjÏ�Â Á/ÇSÒ�À	ÃyÇ�ÃÒ'¿�Á;Ç�ÐÄÅ�¿�ÐÄÒÌ¿�ÊUÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎ�Å OÕ9À�ÐÄÒ�ÀîÑ�ÊªÅ�Å�Á/Å�Å£Å�ÊËaÁJÒ2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇUÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾

(Ci)i
Ò2ÊËÌÑ	Ã{¿�ÐÄÞ�Â ÁmÕ9Ð ¿�ÀêÐ¥¿�ÅZÊÇ�Þ�Ð Í�ÊÂÄÎ

Å�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�ÁªÜ�ptÀ�Á;¾
χorb(O) =

∑

i

(−1)dim(Ci)

|G(Ci)|
,

Õ9À�Á;Ç�Á
G(Ci)

ÐÄÅt¿�À�Á¢ã�¾�Ð¥¿�Á?ÉÇ�ÊÏ�ÑUÃÅ�Å�Ê¨Ò;ÐÄÃ{¿�ÁvÎ£¿�ÊaÁvÃÒ�ÀUÒ;Á;Â Â)Ü
fhÁ;Ç�ÁªÈ�Ï	Å�Ð ¾�ÉµptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë �¨Ü �¨È�ÕnÁ?À	Ã/ÓªÁ

χorb(Hg(G,R)× P(Rb>0)) =
∑

[Γj ,ϕj ]

(−1)a(∆j)−1 × |Z(G)|
|AutG(Γj , ϕj)|

Õ9À�Á;Ç�Á
∆j = Γj/ϕj

ÜaptÀ�Á/¾�È�Å�Ð ¾�Ò;Á
χorb(P(Rb>0)) = (−1)b−1 ÈMÏ�Å�Ð ¾�É£¿�À�ÁagjÏ�ÂÄÁ;Ç?ÍðÊÇ��ËGÏ�ÂÄÃ�È�ÕtÁ¢Î�Á/Î�Ï�Ò2Áªõ

χorb(Hg(G,R)) =
∑

[Γj ,ϕj ]

(−1)s(∆j) × |Z(G)|
|AutG(Γj , ϕj)|

.

éåÁ�Ç�ÁvÅ�Ï�Ë Ê¾Ì¿�À�Á9Ð�Å�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë Ò2Â�ÃyÅ�Å�Á/Å
[Γj/ϕj = ∆j ]

Ð ¾	Î�Á;í¨ÐÄ¾�É?¿�À�ÁhÒ2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇnÎ�ÁvÒ2ÊËh�
Ñ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾çÊÍ Mg′,(b1,...,bt)

ÈMÃy¾�Îm¿�À�Á;¾JÕnÁÌÏ	Å�ÁG¿�À�ÁaÇ�Á;ÂÄÃ{¿�Ð Ê¾çÞ,Á;¿*ÕnÁ/Á;¾çÃyÏ�¿�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ
ÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å è ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë ��Üb�yìj¿�ÊµÊÞ�¿�ÃyÐ ¾

χorb(Hg(G,R)) =
∑

[∆]

(−1)s(∆)

|Aut(∆)|
∑

ψ

|Aut(∆)|
|Aut(∆, ψ)|

Õ9À�Á;Ç�ÁG¿�À�Á
ψ
Î�Á/Å�Ò;Ç�Ð Þ,Á�¿�À�ÁaÅ�Á2¿¢ÊÍEÒ2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃÒ'ÆóÒ2ÂÄÃÅ�Å�Á/Å�ÊÍjÁ/Ñ�Ð ËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËaÅ¢ÍðÇ�ÊË

π1(∆)Ê¾ª¿�Ê
G
Õ9Ð¥¿�ÀUÐ ËµÃyÉÁ/Å�ÊÍ\ÂÄÊ$ÊÑ+��Í�ÃÒ2Á/Åtã�í�Á/Î£Þ$ÆZ¿�À�Á?Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾mÎ�Ã{¿�Ã�Ü!lEÏ�¿

∑

ψ

|Aut(∆)|
|Aut(∆, ψ)|

ÐÄÅZ¿�À�ÁçÒ2ÂÄÃÅ�Å<Á/ò$Ï�Ã{¿�Ð Ê¾êÍ�ÊÇZ¿�À�ÁçÃÒ'¿�Ð Ê¾ ÊÍ
Aut(∆)

Ê¾î¿�À�ÐÄÅ<Å�Á2¿vÜ ptÀ¨Ï�ÅZ¿�À�ÐÄÅ<Å�Á2¿<ÐÄÅ
Ð ¾�Î�Á;Ñ�Á;¾�Î�Á;¾$¿�ÍðÇ�ÊË

∆
Ü ��Á;¾�Êy¿�Á?Ð ¿9ÞªÆ

Epig′(G,R)
È�Ãy¾	Î£Â Á2¿

dorb
Þ�Á�Ð¥¿�Å�Ò/ÃyÇ�Î�Ð ¾	ÃyÂ)ÜqéåÁ

À�Ã/ÓªÁ?Ñ�Ç�ÊvÓªÁ/Î�õ
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� %&$ ��$�� H L Hf$�I �C*�C*
χorb(Hg(G,R)) = dorb × χorb(Mg′,(b1,...,bt)).ptÀ�ÐÄÅ�ËaÁ/Ãy¾	Åh¿�À�Ã{¿?fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝaÅ�Ñ�ÃÒ2Á/Å¢Ã{Ç�Á�Â ÁvÅ�Å?Å�Ð ¾�ÉÏ�ÂÄÃyÇ�¿�À�Ãy¾JËaÊ¨Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;ÜGptÀ�Á�Ç�Ã��

¿�Ð Ê¾	ÃyÂ�¾¨Ï�ËGÞ�Á;Ç
χorb(Mg′,(b1,...,bt))

Ð�Å9Ò;ÃyÂÄÒ2Ï�ÂÄÃ{¿�ÁvÎ<Ð ¾äÖ á��{Ù è Å�Á;ÁSÃyÂÄÅ�ÊmÖ ��ÙEÖ�×{Ø{Ù�ì'ÜptÀ�ÁµÒ2ÊËaÑ�Ï�¿�Ã{¿�Ð Ê¾äÊÍ
dorb

ÐÄÅGÃ<¾�Ê¾J¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂjÊ¾�ÁÜZptÀ�ÁñÒ;ÃyÇ�Î�ÐÄ¾�ÃyÂ�ÊÍ
Homg′(G,R)

è Ç�Á/Ñ�ÂÄÃÒ2ÁaÁ;Ñ�ÐÄËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅ�ÞªÆóÀ�ÊËaÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ�ì9Ð�Å?Ò;ÃyÂÄÒ2Ï�ÂÄÃ{¿�ÁvÎóÐ ¾ Ö ái��Ù è Å�Á;ÁaÃyÂÄÅ�ÊåÖ á�×vÙ�ì�ÈÐ¥¿�Ê¾�Â¥Æ£Î�Á/Ñ,Á;¾	Î�ÅnÊ¾Z¿�À�Á�Ð Ç�Ç�ÁvÎ�Ï	Ò2Ð Þ�Â Á?Ò;ÊËÌÑ�Â Á2íZÇ�Á/Ñ�Ç�ÁvÅ�Á;¾$¿�Ã{¿�Ð Ê¾�ÅnÊÍ
G
ÜI�	ÊÇ�Å�Æ¨ËaËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ

ÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å;È�¿�À�ÁvÅ�Á�Ò;ÃyÇ�Î�ÐÄ¾�ÃyÂÄÅ�ÃyÑ�Ñ�Á/ÃyÇhÃÅhÒ2Ê¨Á�
µÒ2Ð Á;¾$¿�ÊÍ�ÃñÉyÁ/¾�Á;Ç�Ã{¿�Ð ¾�ÉZÅ�Á;Ç�ÐÄÁ/Å�Ò2ÊËaÐ ¾�ÉZÍ�Ç�ÊË
Ã�ËµÃ{¿�Ç�Ð¥í<ËÌÊ�Î�Á;ÂjÖ ×¨á2Ù*È�Ò2Â ÊªÅ�Á;Â¥Æ<Ç�Á/ÂÄÃ{¿�Á/Î£¿�Ê��EÃy¾�É{ô¨bdÐ ÂÄÂÄÅt¿�À�Á;ÊÇ�Æ£ÍðÊÇ9Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å¢Ö á�×vÙ�Ü
éåÁóÒ2Ê¾	Ò2Â Ï	Î�ÁUÕ9Ð ¿�Àî¿�À�Ám¾�Ê¾+��ÉªÃyÂ ÊÐÄÅ�ÐÄÃy¾êÒ/ÃÅ�ÁÜkéåÁmÃyÂÄÅ�ÊâÀ�Ã/ÓªÁmÃâÒ2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ<Î�ÁvÒ2ÊËh�

Ñ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾êÊÍ H(g, g′, G,K,R) × P(Rb
>0)

Ð ¾$¿�Ê Ò2Á;ÂÄÂÄÅ
C(p)

ÈtÕ9À�Á/Ç�Á
[p : Γ → ∆]

ÐÄÅ
Ãy¾mÁ/ò$Ï�Ð¥ÓÃ{ÂÄÁ;¾�Ò;ÁÌÒ2ÂÄÃÅ�ÅhÊÍjÎ�Á/ÉÇ�Á;Á

d
Ò2ÊvÓªÁ/Ç�Ð ¾�ÉZÕ9Ð¥¿�ÀçÃñËaÊ¾�Ê�Î�Ç�ÊË¢ÆdÊÍ!¿*Æ�Ñ�Á

(G,K,R)
Ü

ptÀ�Á/Å�ÁhÒ2Á;Â Â�ÅtÃ{Ç�Á�Ñ�ÃyÇ�ÃyËaÁ2¿�Ç�Ð Ý;ÁvÎñÞªÆµÁ/Î�ÉÁ/Å;Ú$Â Á;¾�Éy¿�À	ÅEÊÍ
∆
ÜI�!Á;Ç�Í�ÊyÇ�ËÌÐÄ¾�ÉSé À�Ð¥¿�Á;À�Á/ÃÎZÒ2ÊÂ �

ÂÄÃyÑ�Å�ÁvÅEÃyÂ Ê¾�É
e
Êy¾

∆
È�Ãy¾�Îa¿�À¨Ï�ÅjéêÀ�Ð¥¿�Á/À�Á/ÃÎñÒ2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/ÅnÃyÂ Ê¾�É

p−1(e)
Ê¾

Γ
ÈªÉÐ ÓÁ�ÃSÒ2Á;ÂÄÂ

C(q)
ÐÄ¾�Ò2Ð�Î�Á;¾$¿�Êy¾

C(p)
È�Õ9À�Á;Ç�Á

q : Wp−1(e)(Γ)→We(∆)
Ü

�	Ï�Ç�¿�À�Á;Ç�ËaÊÇ�ÁÈ$ÕnÁ?Å�Á;Áh¿�À	Ã{¿
Out(G,K,R)

ÃÒ'¿�ÅnÒ;Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ�Â¥ÆZÊ¾ Hh(G,R)×P(Rb
>0)ÞªÆ

θ · C(Γ, ϕ) = C(Γ, ϕ ◦ θ−1)
Ü!fhÁ;¾�Ò;Á

χorb(H(g, g′,K,G,R)) = χorb(Hh(G,R))/Out(G,K,R).

	 "+'�� %�
 * ��¾çÐ ËaÑ,ÊÇ�¿�Ã{¾$¿GÅ�¿�Á;ÑçÐ ¾åæhÊy¾$¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�ÀåÇ�Á/Å�Ï�Â¥¿�ÅµÖ�×{Ø{Ù�ÐÄÅ�¿�À�ÁaÁ2í�Ñ�ÂÄÐÄÒ2Ð¥¿GÒ;ÊËÌÑ�Ï��
¿�Ã{¿�Ð Ê¾âÊÍ9Ò2ÊÀ�ÊËaÊÂ ÊÉyÆåÒ;ÂÄÃÅ�Å�Á/Å�Ê¾å¿�À�Á£Ò2Á;Â ÂÄÏ�ÂÄÃyÇÌÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾ßÊÍtËaÊ�Î�Ï�Â ÐnÅ�Ñ	ÃÒ2ÁñÊÍ
Ñ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á/ÎUo9Ð Á;ËµÃy¾�¾óÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á/Å;ÜtptÀ�ÁGÒ2ÊÀ�ÊËaÊÂ ÊÉyÆdÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅ�ÃyÇ�ÁSã�Ç�Å�¿¢eEÀ�Á/Ç�¾dÒ2Â�ÃÅ�Å�Á/Å�ÊÍ
Â Ð ¾�ÁZÞ�Ï�¾	Î�Â Á/ÅGÊvÓªÁ;Ç�ËaÊ�Î�Ï�Â ÐtÅ�Ñ	ÃyÒ;Á/Å;È!Õ9À�ÊªÅ�ÁZã�Þ,Á;Ç�ÅGÃyÇ�Áñ¿�À�Á<Ò2Êy¿�Ãy¾�ÉÁ;¾$¿ÌÅ�Ñ	ÃÒ2Á/ÅÌÃ{¿G¿�À�Á
i
��¿�À<Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�ÁÜ
c�¿?Í�ÊÂ Â ÊvÕ�Å�Í�Ç�ÊËBÊÏ�ÇhÕnÊÇ�Ô�È,¿�À	Ã{¿�¿�À�Á�Ñ�Ï�Â Â Þ	ÃyÒ�ÔUÊÍ�¿�À�ÁvÅ�ÁÌÒ;ÂÄÃÅ�Å�Á/Å�Ê¾Jf�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝÌÅ�Ñ�ÃÒ2Á/Å/È
Ò;Ãy¾<Þ�Á¢Ò2ÊËaÑ�Ï�¿�Á/Î<Ð ¾<¿�À�ÁSÅ�ÃyËaÁ�ÕtÃvÆªÜ

�!³��£¹�� = ?�¼�·ª½��n¼�?�·ª½)¹\¶
ptÀ�Á�Ò2Ê¾ªÓªÁ/¾�Ð Á/¾ª¿�¿�Ê¨ÊÂ¨¿�Ê¢Î�Á/Å�Ò;Ç�Ð Þ,Á9Ò2ÊËaÑ�ÃÒ'¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾	Å!ÊÍ,ËÌÊ�Î�Ï�Â Ð�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å;ÈªÊÇ!ÊÍ	fhÏ�Ç��

Õ9Ð¥¿�ÝóÅ�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;ÈnÐÄÅñÃyÉªÃyÐ ¾îÃçÉÇ�ÃyÑ�À�ÐÄÒ;ÃyÂ9Ê¾�ÁõU¿�À�ÁdËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÃyÇµÉÇ�ÃyÑ�À è ¿�Á;Ç�ËaÐ ¾�ÊÂ ÊÉyÆ ÊÍ��ÌÜbmÃy¾�ÐÄ¾,ì'Ü?p\Ê<Ã/ÓªÊÐÄÎóÃy¾$ÆmÒ2Ê¾�Í�Ï	Å�Ð Ê¾�È�ÕnÁ�ÔÁ;Á;Ñó¿�À�Á+�hÇ�Á;Á/ÔUÂ Á2¿�¿�Á;Ç�Å�Í�ÊÇhÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å;Ü��	ÊÇ
ÃçÉÇ�ÃyÑ�À

E
ÈnÕnÁmÎ�Á;¾�Êy¿�ÁdÞ$Æ

V (E)
¿�À�ÁmÅ�Á;¿ZÊyÍ�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å/È

v(E)
¿�À�Ád¾¨Ï�ËSÞ�Á;ÇñÊÍ�ÓÁ/Ç��

¿�ÐÄÒ;Á/Å;È
vs
¿�À�ÁµÓyÃyÂ Á;¾	Ò'ÆåÊÍn¿�À�ÁµÓªÁ;Ç�¿�Á2í

s
È
a(E)

¿�À�Áñ¾¨Ï�ËGÞ�Á;ÇGÊÍnÁvÎ�ÉÁ/Å;È!Ãy¾�Î
h1(E) =

a(E)− v(E) + 1
Ü

� &�.��'* �@4 � �� �,)4

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �&*
(+* �âËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇMÉÇ�ÃyÑ�À
E
ÊÍ¨¿�Æ¨Ñ�Á

(g′, b)
Ð�Å\Ã9Ò2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/Î¢ÉÇ�ÃyÑ�À?¿�ÊÉyÁ;¿�À�Á;Ç

Õ9Ð¥¿�À<¿�ÕnÊµËaÃyÑ	Å
g : V (E)→ N

Ã{¾	Î
P : V (E)→ P({1, . . . , b}) Å�Ï	Ò�À<¿�À	Ã{¿

• {1, . . . , b} =
∐

v P (v)
È

• 2g(s)− 2 + vs + #P (s) > 0 ∀s ∈ V (E)
È

• g′ =
∑

s∈V (E) g(s) + h1(E)
Ü



� ��� ��� � � ���	�
���$� � ¡
p�ÕnÊ£Å�Ï	Ò�ÀmËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇhÉÇ�ÃyÑ�À	Å

(E, g, P )
Ã{¾	Î

(H,h,Q)
Ã{Ç�ÁSÐ�Å�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒSÐÄÍq¿�À�Á;Ç�ÁGÁ2í�ÐÄÅ�¿�Å

Ãy¾<ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë]ÊÍOÉyÇ�Ã{Ñ�À	Å
i : E → H

Õ9Ð¥¿�À
i ◦ g = h ◦ i Ã{¾	Î i ◦ P = Q ◦ i Ü

éåÁtÀ	Ã/ÓªÁn¿�À�Á�ÍðÊÂ ÂÄÊvÕ9Ð ¾�É?ÕnÁ;ÂÄÂ ��Ô¨¾�ÊvÕ9¾µÎ�Á/Å�Ò2Ç�Ð Ñ�¿�Ð Ê¾aÊÍ�¿�À�Á ��Á;ÂÄÐ É¾�Á2ô$bmÏ�ËaÍ�ÊÇ�Î$ô$æ¢¾$Ï	Î�Å�Á;¾
Ò2ÊËÌÑ	ÃÒ'¿�Ð ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾âÊÍtËaÊ¨Î�Ï�Â ÐEÅ�Ñ�ÃÒ;Á/Å;õ Mg′,b =

∐

EMg′,b(E)
È\Õ9À�Á;Ç�Á

E
Ç�Ï�¾	Å¢ÊvÓªÁ;Ç

¿�À�Á?ËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÃyÑ�À�ÅtÊÍ\¿�Æ�Ñ,Á
(g′, b)

È	Ãy¾�Î Mg′,b(E)
Ò;Êy¾	Å�ÐÄÅ�¿�Å�Ð ¾dÃyÂ Â\Å�¿�ÃyÞ�ÂÄÁ¢o9Ð Á;ËµÃy¾�¾

Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅtÞ�Ï�ÐÄÂ¥¿�ÃÅtÍ�ÊÂ Â ÊvÕ�Å;õ
• �hÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á�¿�ÊGÁvÃyÒ�ÀñÓªÁ;Ç�¿�Á2í

s
ÃGÒ;ÊËÌÑ	ÃÒ'¿no9Ð Á/ËaÃy¾�¾<Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á

Rs
ÊÍ�ÉÁ;¾¨Ï�Å

g(s)
È¨Õ9Ð¥¿�À

#P (s)
Ñ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å�Ãy¾	Î

vs
¿�Ð Á/Å;Ü

• �hÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á�¿�ÊaÁvÃyÒ�À<ÁvÎ�ÉÁSÃy¾<ÐÄÎ�Á;¾$¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾UÊÍ\¿�À�Á¢Ò2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾�Î�Ð ¾�ÉÌ¿�Ð ÁvÅ;Ü
m Ï	Ò�ÀçÊÞ�ë�Á/Ò2¿�Å¢ÃyÇ�ÁñÒ2Ê¾�¾�Á/Ò'¿�Á/ÎçÒ;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿So9Ð Á/ËaÃy¾�¾äÅ�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/Å

C
Õ9Ð ¿�ÀåÑ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å

Ãy¾	ÎGÅ�Ð ¾�ÉyÏ�ÂÄÃyÇOÑ�ÊyÐÄ¾ª¿�Å;ÈyÒ/ÃyÂ Â Á/ÎG¾�Ê�Î�Á/Å;È{ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎSÞ$ÆSÐÄÎ�Á/¾ª¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾�ÊÍ�¿�Ð Á/Å;ÜOéåÁnÎ�Á;¾�Êy¿�Á
¿�À�Á/Ë Þ$Æ

(C, iC)
È�Õ9À�Á;Ç�Á

iC
ÐÄÅt¿�À�Á?ÐÄÎ�Á;¾$¿�ÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾dÊyÍ\¿�Ð Á/Å;Ü

• �hÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�ÁZ¿�ÊJÁ/ÃÒ�ÀßÐÄÅ�ÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë<ÈEÃ{¾ À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë
h : C → C ′ Å�Ï�Ò�Àâ¿�À	Ã{¿

h ◦ iC = iC′ ◦ h È�Þ�Ð À�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒhÕ9À�Á;¾UÇ�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ'¿�Á/Î<¿�ÊaÁ/ÃÒ�ÀdÒ;ÊyËaÑ�Ê¾�Á;¾$¿vÜ
gEÃÒ�ÀåÁ;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿GÊÍ Mg′,b

Ò2ÊËaÁ/ÅGÍðÇ�ÊyË Ñ�Ð ¾	Ò�À�Ð ¾�ÉóÅ�ÊËÌÁñÞ�ÊÏ�¾	Î�ÃyÇ�ÆçÒ2Ï�Ç�ÓªÁ/ÅSÊÍtÃdÑ�Ãy¾$¿�Å
Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾UÊyÍqÃaÅ�ËaÊ¨Êy¿�ÀdÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁµÖ �yÙ�Ü
ptÀ�Á;¾�¿�À�Át¾�Á;ÐÄÉÀ$Þ�ÊÇ�À�Ê¨Ê�ÎGÊÍ,Ãh¾�Ê�Î�ÁtÂ Ê$ÊÔ�ÅqÂ Ð ÔÁ {(y : U → D)×(z : V → D)/yz =

0} È,Õ9À�Á;Ç�Á U Ãy¾�Î
V
Ã{Ç�ÁÌÅ�ÊËÌÁaÎ�ÐÄÅ�Ô�ÅhÐ ¾ó¿�À�ÁÌÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á�Ñ,ÊÐ ¾$¿�ÁvÎmÞ$ÆU¿�À�Á�¾�Ê¨Î�Á

N
È
D
ÐÄÅ

¿�À�Á�Ï�¾�Ð ¿¢Î�ÐÄÅ�ÔdÊÍ!¿�À�ÁaÒ2ÊËaÑ�Â Á;ímÑ�Â�Ã{¾�ÁÈ
D
ÐÄÅh¿�À�ÁaÅ�ÃyËÌÁµÎ�ÐÄÅ�ÔmÞ�Ï�¿hÕ9Ð¥¿�Àó¿�À�ÁaÒ2Ê¾{ë�Ï�ÉªÃ{¿�Á

Ò2ÊËÌÑ�Â Á2íUÅ�¿�Ç�Ï	Ò'¿�Ï�Ç�ÁªÈ�Ãy¾	Î
y(N) = z(N) = 0

Ö �yÙ*Ü
c�¾dÊÏ�Ç�Ò2Ê¾$¿�Á2í¨¿hÊÍqËµÃ{Ç�ÔyÁvÎ<o9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾óÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å/È�ÕnÁGÎ�Á;ã�¾�Á¢¿�À�Á¢¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉyÆ<ÊÍ Mg′,bÕ9Ð¥¿�Àdò$Ï	ÃÅ�ÐÄÒ2Ê¾�ÍðÊÇ�ËµÃyÂMÎ�Á;Í�ÊÇ�ËµÃ{¿�Ð Ê¾	Å;Ü
�qÐÄÇ�Å�¿SÕnÁµÀ�Ã/ÓªÁa¿�À�ÁµÍ�ÊÂ Â ÊvÕ9Ð ¾�ÉóÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�ÐÄÊy¾äÊÍnijÜ\lEÁ;Ç�ÅZÖ �yÙ*Üñi\Á2¿

S1
Ãy¾	Î

S2
Þ�Áa¿*ÕnÊ

Å�¿�ÃyÞ�Â Á?Ò2Ï�Ç�ÓªÁ/ÅEÊÍ�¿�Æ�Ñ,Á
(g′, b)

È�Ãy¾	Î
Ni

Þ,Áh¿�À�Á�Å�Á;¿tÊÍ�¾�Ê¨Î�Á/ÅEÊÍ
Si
ÜM� [R0fZT>61�?A:D9
5F>6B

f :

S1 → S2
Ð�ÅtÃSÅ�Ï�Ç�ë�Á/Ò'¿�Ð¥ÓªÁhËµÃyÑñÕ9Ð¥¿�À

f(N1) ⊂ N2
È¨Å�Ï�Ò�ÀZ¿�À	Ã{¿E¿�À�ÁhÑ�Ç�Á/Ð ËµÃyÉyÁ�ÊÍ�ÃG¾�Ê�Î�Á

ÐÄÅtÁ/Ð¥¿�À�Á;Ç9ÃÌ¾�Ê�Î�Á�ÊÇ9Ãj�ÊÇ�Î�Ãy¾UÒ2Ï�Ç�ÓªÁ è ¾�Ê¾£¾¨Ï�Â Â �*À�ÊËaÊy¿�ÊÑ�ÐÄÒyÈ�¾�Ê¾<À�ÊËaÊy¿�ÊÑ�ÐÄÒh¿�ÊaÅ�ÊËaÁÑ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á�ì'ÈEÃy¾�ÎïÅ�Ï	Ò�À ¿�À	Ã{¿
f
ÐÄÅµÃy¾ïÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËTÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾ª¿µÞ$Æ Ò2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿/È

Õ9À�Á;¾UÇ�Á/Å�¿�Ç�ÐÄÒ'¿�Á/Î£¿�Ê
S1 − f−1(N2)

Ü
ptÀ�Á;¾ñÃyÍ�¿�Á;Ç�¿�À�Á�ÕnÊÇ�Ô�ÊÍ,é7ÜR��Þ�Ð ÔÊ�N è Å�Á;Á § áyÜ �¢Ãy¾	ÎµptÀ�Á/ÊÇ�Á;Ë]á9ÊÍ!Ö¥á2Ù�ì'È

S1
Ð�ÅjÒ2ÂÄÊÅ�Á

¿�Ê
S2

Ð Í
f−1 ÐÄÅ (1 + ε)

�*ò$Ï	ÃÅ�ÐÄÒ2Ê¾�ÍðÊÇ�ËµÃyÂOÊ¾óÁ/ÃÒ�ÀJÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿�ÊÍ
S2 −K

Õ9Ð¥¿�À
K
Ã

Ò2ÊËÌÑ	ÃÒ'¿9¾�Á;Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê$Ê�ÎZÊÍ
N2
Ü

bóÃ/Æ¨Þ�ÁÌÅ�ÊËaÁaÒ;ÊyËaÑ�Êy¾�Á;¾$¿�Å�ÊÍEÅ�Ï�Ò�ÀçÃ£Å�¿�ÃyÞ�Â Áao9Ð Á;ËµÃy¾�¾åÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁaÎ�Ê£¾�Êy¿?À	Ã/ÓªÁaÃ{¾$Æ
Ñ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�ÁÜ<ptÀ�ÁvÅ�ÁñÒ;ÊyËaÑ�Êy¾�Á;¾$¿�ÅSÒ;Ãy¾�¾�Êy¿GÞ,ÁñÑ�ÃyÇ�ÃyËaÁ2¿�Ç�Ð Ý;Á/ÎäÞ$ÆJËaÁ/Ãy¾�ÅSÊÍtÍ�Ã{¿��*ÉyÇ�Ã{Ñ�À	Å;È
Ãy¾�Îµ¿�À�Ð�ÅEÂ Á/ÃÎ�ÅtbäÜ$æhÊ¾$¿�Å�Á;Ó¨Ð�Ò�ÀçÖ�×{Ø{Ù,¿�ÊG¿�ÃyÔÁ�Ã�ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿tÊÍ Mg′,b

õOÀ�ÊËaÁ;ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ
h : (C, iC)→ (D, iD)

Ç�ÁvÅ�¿�Ç�Ð�Ò'¿�ÁvÎÌ¿�ÊSÃy¾$ÆaÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿�Õ9Ð¥¿�À�ÊÏ�¿EÑ�Ï�¾	Ò'¿�Ï�Ç�Á�ËµÃ/ÆÌÞ�Áqë�Ï	Å�¿
Ãy¾ñÀ�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë ÐÄ¾�Å�¿�Á/ÃÎñÊÍ�ÃSÞ�Ð À�ÊÂÄÊyËaÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë<Ü!æhÊ¾$¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�ÀMÚ ÅnÒ2ÊËÌÑ	ÃÒ'¿�Ð ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾
M′

g′,b

Ð�ÅG¿�À�Á;¾â¿�À�Á<ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿aÊyÍ Mg′,b
Þ$Æå¿�À�Á<Ò2Â ÊªÅ�Ï�Ç�Á è ÊÍ�¿�À�Á£ÉyÇ�Ã{Ñ�À�ì¢ÊÍt¿�À�ÐÄÅÌ¾�Á2ÕÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾�Ò2Á¢Ç�Á;Â�Ã{¿�Ð Ê¾MÜ

�n¿G¿�À�ÁñÂ Á2ÓªÁ;ÂEÊÍtËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇSÉÇ�ÃyÑ�À�Å;È\¿�À�ÐÄÅGËaÁ/Ãy¾�Å¢¿�À�Ã{¿GÕnÁZÒ;Ãy¾äÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ2¿�Ãy¾$ÆçÁ/Î�ÉÁ
aë�ÊÐ ¾�Ð ¾�ÉG¿*ÕtÊGÓªÁ;Ç�¿�Ð�Ò2Á/Å

s1
Ãy¾	Î

s2
Õ9Ð¥¿�À

P (si) = ∅
Ð ¾$¿�ÊÌÃG¾�Á2ÕkÅ�Ð ¾�ÉyÂÄÁhÓªÁ;Ç�¿�Á2í

s
È�Å�Á2¿�¿�Ð ¾�É

g(s) = g(s1) + g(s2)
Ð Í
s1 6= s2

Ãy¾�Î
g(s) = g(s1) + 1

Ð Í
a
ÐÄÅ9ÃÌÂÄÊ$ÊÑMÜ



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � ���

ptÀ¨Ï	Å;È�Ð ¾ M′
g′,b

È�Ð ÍqÃaÅ�¿�ÃyÞ�Â Á¢o9Ð Á/ËaÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?Ñ�ÊªÅ�Å�Á/Å�Å9ÃaÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿
Cs

Õ9Ð¥¿�À�ÊÏ�¿
Ñ�Ï�¾�Ò2¿�Ï�Ç�Á/Å;È�ÕnÁµÒ;Ãy¾åÍðÊÇ�ÉÁ;¿

Cs
ÈMÞ�Ï�¿¢ÔÁ/Á;ÑåÃÅ¢Î�Ã�¿�Ã<Ð ¾ç¿�À�ÁaËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ¢ÉÇ�ÃyÑ�ÀJÐ ¿�Å¢ÉÁ/¾$Ï	Å

Ãy¾�ÎZ¿�À�Á¢¾$Ï�ËGÞ,Á/Ç�ÊyÍ\¿�ÐÄÁ/Å;Ü
c�Í
γ
ÐÄÅ9ÃaÅ�Ð ËaÑ�Â ÁSÂ Ê¨ÊÑ£Õ9À�ÐÄÒ�ÀdÅ�Á/Ñ�ÃyÇ�Ã{¿�Á/Å�ÃÌo9Ð Á/ËaÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?Ð ¾$¿�Êa¿*ÕtÊµÅ�¿�ÃyÞ�Â ÁSÒ2ÊËj�

Ñ,Ê¾�Á/¾ª¿�Å
C1

Ãy¾	Î
C2

Å�Ï	Ò�ÀU¿�À�Ã{¿
C1

ÐÄÅ�Õ9Ð¥¿�À�ÊÏ�¿9Ñ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/Å;È�¿�À�Á;¾MÈ�Í�Ç�ÊË ÃÌ¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ/ÃyÂ
Ó¨ÐÄÁ2Õ9Ñ,ÊÐ ¾$¿�Ð ¾ M′

g′,b

ÈqÑ�Ð ¾	Ò�À�Ð ¾�É
γ
¿�ÊóÃdÑ,ÊÐ ¾$¿�ÐÄÅ¢¿�À�ÁZÅ�ÃyËaÁZÃÅ�Ò2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Ð ¾�É

C1
Ð ¾$¿�ÊóÃ

Ñ,ÊÐ ¾$¿/Ü
éåÁµ¾�ÊvÕ Ñ�Ç�Á/Ò2ÐÄÅ�Áa¿�À�ÁµÐÄ¾ª¿�Ç�ÐÄÒ;Ã{¿�ÁñÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�Ð Ê¾äÊÍ Mcomb

g′,b

ÉÐ¥ÓªÁ;¾åÐÄ¾îÖ�×�Ø{Ù*ÜZptÀ�ÁµÇ�ÊÂ ÁµÊÍ
¿�Ð ÁvÅ�ÐÄÅ�Ñ�ÂÄÃ/ÆªÁ/Î£Þ$Æ<Î�Ð�Å�¿�Ð ¾�ÉÏ�Ð�Å�À�ÁvÎ£ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ;Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �&* MC*��7Å�¿�Ã{Þ�Â ÁGÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀUÊÍq¿*Æ�Ñ�Á

(g′, b)
Ð�Å�ËaÃÎ�ÁSÊÍ!ÃµËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÃyÑ�À

(E, g, P )
ÊÍ\¿�Æ�Ñ,Á

(g′, b)
Å�Ï	Ò�À£¿�À	Ã�¿võ

• p\Ê�Á/ÃÒ�À�ÓªÁ;Ç�¿�Á2í s Õ9Ð¥¿�À P (s) 6= ∅
ÐÄÅ!ÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á/ÎÌÃho9Ð Á/ËaÃy¾�¾�Ð�Ã{¾aÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À

Γs
È{Õ9Ð¥¿�À

#P (s)
Í�ÃÒ2Á/Å;È�ÉyÁ/¾$Ï	Å

g(s)
È�Ãy¾	Î

vs
Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉyÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î£ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ è ËµÃ/Æ�Þ,Á?ËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂÄÁ;¾$¿�ÊÇÞ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾$¿vÈ�¿�À�Á¢Êy¿�À�Á;Ç�Ê¾�ÁvÅ�Ã�¿9ÂÄÁ/ÃÅ�¿�¿�Ç�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾ª¿vÜ ì

• p\ÊSÁ/ÃÒ�ÀñÁ/Î�ÉÁ�ë�ÊyÐÄ¾�Ð ¾�ÉSÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å si Õ9Ð¥¿�À P (si) 6= ∅
ÐÄÅnÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�ÁvÎñÃy¾ñÐÄÎ�Á;¾$¿�Ð ã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾

ÊÍ\¿�À�Á¢Ò2ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ,Ê¾�Î�Ð ¾�ÉaÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î£ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ;Ü
p�ÕnÊåÅ�¿�ÃyÞ�Â ÁUÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å

(E, g, P, (Γ)s)
Ãy¾�Î

(F, l,Q, (∆)s)
ÃyÇ�Á<Á/ò$Ï�Ð ÓyÃyÂ Á;¾$¿µÐ Í�¿�À�Á;Ç�Á

Á2í�ÐÄÅ�¿
h : (E, g, P )→ (F, l,Q)

ÊÇ
(F, l,Q)→ (E, g, P )

Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Á/Î<ÊÍ\ÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËµÅ
Ãy¾�ÎâÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾ ÊÍ�ÁvÎ�ÉÁ/Å�ë�ÊÐ ¾�Ð ¾�ÉJÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å

si
Õ9Ð¥¿�À

P (si) = ∅
ÈEÅ�Ï	Ò�Àß¿�À	Ã{¿

Γs
Ãy¾�Î

∆h(s)
ÃyÇ�Á?Ð�Å�ÊËÌÁ;¿�Ç�ÐÄÒ¢Ð Í

P (s) 6= ∅
Ü

éåÁ�¾�ÊvÕ À	Ã/ÓÁ�¿�Ê<Ñ�Ç�Á/Ò;ÐÄÅ�ÁÌÀ�ÊvÕ Å�ËaÊ¨Êy¿�ÀçÍ�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�ÅhÊÍ�¿�Æ�Ñ,Á
(g′, b)

Î�Á;ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÁvÅ�Ð ¾$¿�Ê
Å�¿�ÃyÞ�Â Á¢Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�À�ÅtÊyÍqÅ�ÃyËaÁ?¿�Æ¨Ñ�ÁÜOéäÁ?À	Ã/ÓªÁ�¿�ÊñÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�Ð�Å�À<¿�ÕnÊñÒ;ÃÅ�Á/Å;Ü
�qÐÄÇ�Å�¿�Â ÆªÈ�ÕnÁÌÒ;Ãy¾JÑ,Á;Ç�Í�ÊÇ�Ë é À�Ð¥¿�Á/À�Á/ÃÎ�Ú Å�Ò2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�Á/Å�Ê¾óÂÄÊ$ÊÑ	Å�Õ9À�ÐÄÒ�ÀçÎ�Ê£¾�Êy¿?Þ,ÊÏ�¾	Î

Ãy¾ªÆmÍ�ÃÒ2ÁÜGi\Á2¿
e
Å�Ï	Ò�ÀçÃ£Â Ê¨ÊÑJÐÄ¾�Ò2Ð�Î�Á;¾$¿¢Ê¾çÃZÓªÁ;Ç�¿�Á2í

v
Ð ¾åÃ£Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À

Γ
Üh��Íð¿�Á;Ç�¿�À�Á

Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾MÈ�ÕtÁSÎ�ÐÄÅ�Ò;Êy¾�¾�Á/Ò'¿�¿�À�ÁSÉÇ�ÃyÑ�ÀUÊ¾
v
¿�ÊñÑ�Ç�Ê�Î�Ï	Ò2Á?¿�ÕnÊZÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉyÏ�ÐÄÅ�À�Á/ÎUÓªÁ/Ç�¿�ÐÄÒ;Á/Å;Ü

�jÇ�Á/Ò2ÐÄÅ�Á;Â¥ÆªÈ�Ð Í
e = (a, ā)

È�Å�Ï�Ò�Àd¿�À	Ã�¿
σ2(a) 6= a

Ãy¾�Î
σ2(ā) 6= ā

È,¿�À�Á/¾�È�ÃÅ�Ã
σ0
��ÊÇ�Þ�Ð¥¿vÈ

v = (a1, . . . , aj , a, b1, . . . , bk, ā)
Õ9Ð¥¿�À

j, k ≥ 1 è Þ,Á/Ò;ÃyÏ	Å�Á<ÍðÊÇaÁ2í�ÃyËaÑ�Â Á σ0(a) = āÐ ËaÑ�Â ÐÄÁ/Å
σ2(ā) = ā

È�Õ9À�ÐÄÒ�ÀUÐÄÅ�Í�ÊÇ�Þ�ÐÄÎ�Î�Á;¾�ì�ÜjptÀ�Á;¾<¿�À�Á¢¾�Á2Õ Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ9ÃyÇ�Á
(a1, . . . , aj)

Ãy¾	Î
(b1, . . . , bk)

Ü�ptÀ�Á2Æ<Ã{Ç�Á?Ñ,ÊªÅ�Å�Ð Þ�Â¥Æ<ËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á/¾ª¿9ÊÇ�Þ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾$¿vÜ
�n¿j¿�À�Á�Â Á;ÓÁ/Â	ÊÍ�ËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇEÉÇ�ÃyÑ�À	Å!ÕnÁhÒ2Ç�Á/Ã{¿�Á�Ãy¾ñÁ/Î�ÉÁ�Ãy¾	ÎµÃS¾�Á2Õ ÓªÁ;Ç�¿�Á2í�È$ÊÇEÃ¢Â Ê¨ÊÑMÈ

Õ9Ð¥¿�ÀdÃyÑ�Ñ�Ç�ÊyÑ�Ç�ÐÄÃ{¿�Á¢Î�Ã{¿�Ã�Ü
m Á/Ò2Ê¾	Î�Â¥Æ$È!ÕnÁUÒ;Ãy¾ïÒ2ÊÂ ÂÄÃyÑ	Å�ÁUÃJÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÃyÑ�À

∆
ÊÍ

Γ
Ð ¾$¿�ÊçÃmÓªÁ;Ç�¿�Á2íäÕ9À�ÐÄÒ�À Þ�Á/Ò2ÊËaÁ/Å

Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î è Ñ�Ç�ÊvÓ�ÐÄÎ�Á/Î�¿�À�Ã{¿�¿�À�Á�¾¨Ï�ËGÞ�Á;Ç!ÊÍ�Í�ÃÒ2ÁvÅ!ÔÁ;Á;Ñ	Å�Ò2Ê¾	Å�¿�Ãy¾$¿'ì'ÜI�n¿�¿�À�Á9Â Á2ÓªÁ;Â�ÊÍËÌÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇtÉÇ�ÃyÑ�À�Å;È$ÕnÁ?Ò;Ç�Á/Ã{¿�Á?Ãy¾<Á/Î�ÉÁ?Ãy¾�Î£ÃGËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á;¾$¿tÓªÁ;Ç�¿�Á2í
s
Õ9Ð ¿�À

g(s) = g(∆)Ãy¾�Î
P (s) = ∅

Ü
ptÀ�Á;¾MÈvÕtÁEÀ	Ã/ÓªÁEæhÊ¾ª¿�Å�Á2Ó�ÐÄÒ�À�Ú Å\¿�À�Á;ÊÇ�Á;ËUÈ{Õ9À�ÐÄÒ�À�Í�Ï�Ç�¾�ÐÄÅ�À�Á/ÅOÃ�Ò2Á;Â Â Ï�ÂÄÃyÇ!Î�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾

ÊÍM¿�À�Á�Õ9À�ÊÂ ÁSÅ�Ñ�ÃÒ2Á M′
g′,b × P(Rb

>0)
Ü

 �!#"�$#%&"�' �&*��&*	-#/+0�120 587h:6B /+>6?P04>6?A>61EQ/_5O7�? Mcomb
g′,b →M′

g′,b × P(Rb
>0)

� %&$ $KG&* �!Ð¥íßÃmËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÃyÑ�À
(E, g, P )

ÜäptÀ�ÁZËµÃyÑßÍ�Ç�ÊË Ç�Ð ÉÀ$¿Ì¿�ÊóÂÄÁ;Íð¿aÐÄÅ�ÉÐ¥ÓªÁ;¾
ÞªÆå¿�À�Á£ptÀ�Á;ÊÇ�Á;Ë ��Ü �óÃyÑ�Ñ�Â ÐÄÁ/Îä¿�ÊóÁ/ÃÒ�À Ò2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾ª¿aÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á/Îä¿�ÊJÃdÓªÁ;Ç�¿�Á2í

s
Õ9Ð¥¿�À



� �%# ��� � � ���	�
���$� � ¡
P (s) 6= ∅

Ü���ÊÇS¿�À�ÁñÐ ¾$ÓªÁ;Ç�Å�ÁñËµÃyÑ�ÈOÕnÁñÀ�Ã/ÓªÁµ¿�ÊJÅ�Ã/ÆåÅ�ÊyËaÁ2¿�À�ÐÄ¾�ÉJÃ{Þ�ÊÏ�¿GËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂÄÁ;¾ª¿
Ãy¾�Î£Þ�Ð ÓyÃyÂ Á;¾$¿�ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ;Á/Å;Ü
c�Í
s
Ð�Å�ÃµÞ�Ð¥ÓyÃyÂ Á/¾ª¿hÓÁ/Ç�¿�Á;í<ÊÍ!Ãño9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾mÍ�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À

(Γ, l)
È	Õ9Ð¥¿�ÀmÁ/Î�ÉÁvÅ

a
Ãy¾�Î

bÐ ¾�Ò;ÐÄÎ�Á/¾ª¿SÊ¾JÐ ¿/È�¿�À�Á/¾ ‖Γ‖ ÐÄÅ?Þ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊyÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�¿�Ê ‖Γ′‖ È�Õ9À�Á;Ç�Á Γ′ ÐÄÅ�¿�À�ÁÌo9Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾Í�Ã{¿���ÉÇ�ÃyÑ�ÀÌÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎaÍ�Ç�ÊË
(Γ, l)

Ð ¾ñÒ;Ãy¾	Ò2Á;Â Ð ¾�É
s
ÈªÁvÎ�ÉÁ/Å

a
Ãy¾	Î

b
Þ,ÁvÒ2ÊËÌÐÄ¾�ÉGÃ?¾�Á2Õ ÁvÎ�ÉÁ

ÊÍ\Â Á;¾�Éy¿�À
l(a) + l(b)

Ü
i\Á2¿

s
Þ,Á�Ã�ËaÊ¾�ÊvÓyÃyÂ Á/¾ª¿!ÓªÁ;Ç�¿�Á2í�ÊÍ

(Γ, l)
ÈªÃy¾	Î

a
Þ�Án¿�À�ÁtÏ�¾�ÐÄò$Ï�ÁtÁ/Î�ÉÁtÐ ¾	Ò2ÐÄÎ�Á;¾$¿�Ê¾ÌÐ¥¿/Ü

c*Í
Ds

ÐÄÅ9ÃaÅ�ËaÃyÂÄÂMÎ�Ð�Å�ÔZÒ2Á/¾ª¿�Á;Ç�ÁvÎ£Ð ¾
s
È¨¿�À�Á/¾

(Ds ∩ Ua, u2
a)
ÐÄÅ�ÃÌÂ Ê�Ò;ÃyÂMÒ2Ê¨ÊÇ�Î�ÐÄ¾�Ã{¿�Á¢Ã{¿

s
È

À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ;ÃyÂÄÂ¥ÆÌÒ2ÊËaÑ�Ã{¿�Ð Þ�ÂÄÁtÕ9Ð¥¿�ÀÌ¿�À�ÁtÊ{¿�À�Á;Ç!Êy¾�Á/Å;ÈªÃy¾�Î
s
Þ,Á/Ò2ÊËaÁ/Å!Ã�ã�Ç�Å�¿�ÊÇ�Î�Á;Ç!Ñ,ÊÂ Á

ÊÍ
wΓ
Ü

eEÊ¾$¿�ÐÄ¾$Ï�Ð¥¿�Æ£Ò;Ãy¾£Þ,Á?Å�ÔÁ2¿�Ò�À�Á/Î£ÃÅnÍ�ÊÂ Â ÊvÕ�Å;ÜqéåÁ?ÃÅ�Å�Ê�Ò2Ð�Ã�¿�Á�¿�ÊÌÁ/ÃÒ�À<Á/Î�ÉÁÚ ÅnÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾
ÃçÎ�Á;Í�ÊÇ�ËaÃ{¿�Ð Ê¾ïÕ9À�ÊªÅ�ÁdÎ�Ð ÂÄÃ{¿�Ð Ê¾îÐÄÅñÒ;Êy¾$¿�Ç�ÊÂ Â Á/ÎïÐ ¾îÍ�Ï�¾	Ò'¿�ÐÄÊ¾ïÊÍhÁ/Î�ÉÁÚ ÅaÂÄÁ;¾�Éy¿�À è ÃÅµÐ ¾ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë �¨Ü ×ì�Ü

�

� � ��( �J3�� 4 � �B �,)4�5 ��Ç�ÊË ¾�ÊvÕBÊ¾�È�ÕnÁóã�í
R = b1C1 + · · · + btCt

ÃâÎ�Á;ÉÇ�Á;Á
bÇ�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾kÎ�Ã{¿�ÃâÊÍSÃßã�¾�Ð¥¿�ÁJÉÇ�ÊÏ�Ñ

G
Ü éäÁóã�Ç�Å�¿£À	Ã/ÓªÁm¿�ÊßÁ2í¨¿�Á;¾�Î ¿�À�ÁóÇ�ÃyËaÐ ã�Á/Î

Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É Hh(G,R)→Mg′,{b1,...,bt}
¿�ÊaÃµÅ�Ï�Ð ¿�ÃyÞ�Â ÁSÒ2ÊËaÑ�ÃÒ2¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾ Hh(G,R)

Ü
m Ð ¾	Ò2Á?Á2ÓªÁ;Ç�Æ<Å�¿�ÃyÞ�Â Á¢o9Ð Á/ËaÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á?ÊÍ Mg′,{b1,...,bt}

ÐÄÅ�ÊÞ�¿�ÃyÐÄ¾�Á/Î<ÞªÆ£Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾
ÊÍqÅ�ÊËÌÁSÂ Ê¨ÊyÑ	Å�Ê¾dÃµÅ�ËaÊ¨Ê{¿�ÀUo9Ð Á/ËaÃy¾�¾mÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á¢ÊÍ Mg′,{b1,...,bt}

È�ÕnÁ¢Þ�Ï�Ð Â�Î<Á;ÂÄÁ;ËaÁ;¾$¿�Å
ÊÍ Hh(G,R)

ÍðÇ�ÊË Å�ËaÊ¨Êy¿�À<Êy¾�Á/ÅtÐ ¾<Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÐÄ¾�ÉaÅ�ÊyËaÁ?ÊÇ�Þ�Ð ¿�ÅnÊÍ\Â Ê¨ÊÑ�Å;Ü�ptÀ�Á�ÍðÊÂ ÂÄÊvÕ9Ð ¾�É
Ç�Á/Å�Ï�Â¥¿jÐÄÅ!ÐÄËÌÑ�ÊÇ�¿�Ãy¾$¿EÅ�Ð ¾	Ò2Á9Ð¥¿jÉÐ¥ÓªÁ/Åq¿�À�Á�Å�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ¥¿*ÆµÒ2Ê¾	Î�Ð ¿�Ð Ê¾µÍ�ÊÇjÃyÒ2¿�Ð Ê¾	Å!ÊÍ

G
Êy¾µÅ�¿�ÃyÞ�ÂÄÁ

o9Ð Á;ËµÃy¾�¾dÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/Å;Ü
� %&$ ��$�� H L Hf$�I �&*�� * � 0T9

[C,ϕ] ∈ Hh(G,R)
kA-#/+0�B 9,/+0�7�9E:R@�5,Gb5UNl0�1

G(L)
>�Z;:PG`>l>4Q

L587�0�5
9,/+0�1�< �R<TGb5f<h>61h[65O/+04[612:DG`k
� %&$ $KG&*\�hÅ�Å�Ï�ËaÁñ¿�À�Ã{¿

G(L)
ÐÄÅG¾�Ê¾å¿�Ç�Ð¥Ó�ÐÄÃyÂ)ÜJptÀ�Á;¾

G(L)
Å�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á/ÅaÃmÅ�ËµÃyÂ ÂnÑ	ÃyÇ�¿

ÊÍjÒ'Æ�Â Ð ¾	Î�Á/ÇhÕ9À�ÊªÅ�Á�Í�Ï�¾�Î�ÃyËÌÁ/¾ª¿�ÃyÂOÉÇ�ÊÏ�ÑóÐÄÅ�ÉÁ/¾�Á;Ç�Ã{¿�Á/ÎóÞªÆ
L
Ü	DhÅ�Ð ¾�É<Ï�¾�Ð Í�ÊÇ�ËÌÐÄÝ/Ã{¿�Ð Ê¾MÈ

ÕnÁ�Ò/Ã{¾JÒ�À�Ê$ÊªÅ�Á
C
Þ�Ð À�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒS¿�Ê<ÃñÇ�Á;ÉÏ�ÂÄÃyÇhÇ�Ð ¾�É {z ∈ C : r < |z| < 1} Å�Êñ¿�À	Ã{¿

L
Þ�Á/Ò2ÊËaÁ/Å9¿�À�ÁGÒ2ÐÄÇ�Ò2Â Á�ÊÍqÇ�ÃÎ�ÐÄÏ�Å √

r
Ü D�Å�Ð ¾�ÉñÏ�¾�ÐÄÍðÊÇ�ËaÐ ÝvÃ�¿�Ð Ê¾óÃyÉªÃyÐ ¾MÈ�¿�À�ÁGã�¾�Ð¥¿�ÁSÊÇ�Î�Á;Ç

ÃyÏ�¿�ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�ËµÅGÊyÍt¿�À�ÐÄÅGÇ�Ð ¾�ÉóÅ�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ Ý;Ð ¾�É
L
ÃyÇ�ÁZÇ�Êy¿�Ã{¿�Ð Ê¾�ÅGÊÍ�ã�¾�Ð ¿�ÁZÊÇ�Î�Á;Ç/È!Ãy¾	Îç¿�À�Á

Å�Æ¨ËaËaÁ2¿�Ç�Æ
z 7→ r/z

Ü
�

��Êy¿�Á�¿�À	Ã{¿?Ç�Êy¿�Ã{¿�Ð Ê¾	Å?Î�Ê<¾�Êy¿?Ñ,ÊªÅ�Å�Á/Å�Å�ã�í¨ÁvÎmÑ,ÊÐ ¾$¿�Å�Ð ¾J¿�À�Á�Ç�ÐÄ¾�É�ÈMÃy¾�ÎJÅ�¿�Ã{Þ�Ð Â ÐÄÝ;Á/Å?ÁvÃyÒ�À
Ñ�ÃyÇ�¿ZÊÍ�¿�À�ÐÄÅñÇ�Ð ¾�É�Ü �h¾ï¿�À�ÁóÒ2Ê¾$¿�Ç�ÃyÇ�ÆªÈn¿�À�ÁóÅ�Æ�ËaËaÁ2¿�Ç�ÆïÁ2í�Ò�À	Ãy¾�ÉÁ/ÅñÞ,Êy¿�À Ñ	ÃyÇ�¿�ÅZÃy¾�Î
Ñ,ÊªÅ�Å�Á/Å�Åj¿*ÕtÊSã�í�Á/ÎµÑ,ÊÐ ¾$¿�ÅEÃ{¿nÎ�ÐÄÃyËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ;ÃyÂ Â¥ÆñÊÑ�Ñ,ÊªÅ�Ð¥¿�Á�Ñ,ÊÐ ¾$¿�ÅEÊyÍ

L
Üqc*¾ñÍ�ÃÒ'¿vÈ$Ð Í

G(L) ∼=
Dn

¿�À�Á¢Î�Ð À�Á/Î�Ç�Ã{Â�ÉyÇ�ÊyÏ�Ñ<ÊÍ\ÊÇ�Î�Á;Ç
2n
È¨¿�À�Á;Ç�Á?ÐÄÅ

2n
ã�í�Á/Î£Ñ,ÊÐ ¾$¿�ÅtÊ¾

L
ÜqéåÁ¢ÃÅ�Å�Ð ËaÐ Â�Ã{¿�Á

¿�À�ÁµÒ;ÃÅ�ÁaÕ9À�Á;Ç�Á
G(L)

ÐÄÅ¢¿�À�ÁµÒ'Æ�Ò2ÂÄÐÄÒaÉÇ�ÊÏ�ÑçÉÁ/¾�Á;Ç�Ã{¿�Á/ÎçÞªÆó¿�À�ÁñÅ�Æ�ËÌËaÁ2¿�Ç�ÆçÎ�Á/Å�Ò;Ç�Ð Þ,ÁvÎ
ë�Ï	Å�¿9Ï�Ñ�Ê¾£¿�Êa¿�À�Á¢Ò/ÃÅ�Á¢ÊÍqÎ�ÐÄÀ�Á/Î�Ç�ÃyÂMÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç�Å è ¿�À¨Ï�ÅtÕnÁ¢Á2í�Ò2Â Ï	Î�Á�¿�À�Ð�Å9Ò/ÃyÅ�Á?Õ9À�Á/¾£ÕnÁ¿�ÃyÂ ÔZÊÍqÒ'Æ�Ò2Â ÐÄÒSÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç'ì'Ü
fhÁ;¾	Ò2ÁÈ\ÕnÁZÒ;Ãy¾�¾�Êy¿SÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Â Ê$ÊÑ	Å¢Õ9Ð¥¿�ÀäÎ�Ð À�Á/Î�Ç�ÃyÂEÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç�ÅGÐ ÍtÕnÁaÕtÃy¾$¿S¿�ÊmÔÁ;Á;Ñ

Ò2Ê¾�Å�¿�Ãy¾$¿Z¿�À�ÁóÇ�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾kÎ�Ã{¿�Ã�Ü7ptÀ�ÁóÑ�À�Á;¾�ÊËaÁ;¾�Ê¾îÊÍGÒ2ÊÂ Â ÐÄÅ�ÐÄÊy¾kÊÍ¢Ç�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾
Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å�ÐÄÅ9ÃyÂÄÅ�ÊµÇ�Á;Â Á;ÓyÃy¾ª¿9ÐÄ¾<¿�À�Á¢Ò;Êy¾$¿�Á2í¨¿�ÊÍOÃyÂÄÉyÁ/Þ�Ç�ÃyÐÄÒ¢ÉÁ;ÊËÌÁ;¿�Ç�ÆçÖ �vÙ�Ü
éåÁ�Ò;Ãy¾ñÅ�Ã/ÆaÅ�ÊËaÁ2¿�À�Ð ¾�ÉSËaÊÇ�Á�Ð ¾µ¿�À�Á�Ò;ÃÅ�Á�ÊÍ�Ò'Æ�Ò2ÂÄÐÄÒ9Å�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý;Á/Ç�Å;Ü!iMÁ;¿

C1
Ãy¾�Î

C2
Þ�Á

¿�À�ÁaÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿�Å?Ã{¿�¿�ÃÒ�À�Á/ÎJÞ$Æd¿�À�ÁÌ¾�Ê¨Î�Á
N
ÈMÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�ÁvÎmÞ$ÆóÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾JÊÍ

L
Ü ��Á;¾�Ê{¿�Á
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ÞªÆ
N1 è Ç�Á/Å�Ñ�Ü N2

ìÌ¿�À�ÁóÒ2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�Éä¿�Ð Á/Å;È�Ãy¾	Î Þ$Æ
ξ1 è Ç�Á/Å�Ñ�Ü ξ2 ìÌ¿�À�ÁóÑ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á;ÉÁ/ÎÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇ�ÅtÊÍqÅ�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ Ý;Á;Ç

G(N1) è Ç�Á/Å�Ñ�Ü G(N2)
ì è À�Á/Ç�ÁÈ�¿�À�Á?Ñ�Ç�Ð¥Ó�Ð Â Á/ÉÁ/Î<ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊÇ�À�ÃÅ¿�À�ÁGÅ�ÃyËÌÁGËÌÁvÃy¾�Ð ¾�Éµ¿�À	Ãy¾dÐ ¾ § ×yì'Ü�ptÀ�Á;¾ ξ1 = ξ−1
2

Ð ¾
G è ë�Ï�Å�¿hÇ�Á/Ò/ÃyÂ ÂM¿�À�ÁGÎ�Á/Å�Ò;Ç�Ð Ñ�¿�Ð Ê¾ÊÍM¿�À�Á?¾�Á;Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê¨Ê¨Î£ÊÍOÃÌ¾�Ê�Î�Á�ì'Ü

F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �&*��C* • ��¾ ÃÎ�ËaÐÄÅ�Å�ÐÄÞ�Â ÁUÅ�Æ¨ËaËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ£Å�Ï�Þ	Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á£Î�ÁvÒ2ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾ D ÊÍ
[C,ϕ] ∈ Hh(G,R)

Ð�ÅjÃSÅ�Ï�Þ�Å�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á9Î�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾ñÊÍ
C−X è Õ9À�Á;Ç�Á X ÐÄÅ�¿�À�Á�Å�Á;¿

ÊÍOã�í�Á/Î£Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å�ì�È	Å�Æ�ËÌËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ�Õ9Ð ¿�ÀdÇ�Á/Å�Ñ�Á/Ò'¿t¿�ÊÌ¿�À�Á¢À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ¢ÃÒ'¿�Ð Ê¾UÊÍ
G
È�Ãy¾�Î

Å�Ï	Ò�Àa¿�À	Ã{¿�Á2ÓªÁ;Ç�ÆaÒ2Ï�Ç�ÓªÁ�ÊÍ	¿�À�Á�Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾µÎ�Ê¨Á/Å!¾�Êy¿jÐ ¾$¿�Á;Ç�Å�Á/Ò'¿j¿�À�Á9Å�Á;¿
X
Ü m Ï	Ò�À

Ã<Î�Á/Ò;ÊyËaÑ�ÊÅ�Ð¥¿�ÐÄÊy¾åÐÄÅ?Ò/ÃyÂ Â Á/ÎJËµÃ{í�Ð ËµÃyÂ!Ð Íj¿�À�ÁµòªÏ�Êy¿�ÐÄÁ;¾ª¿SÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾çÊÍ
C/ϕ(G)ÐÄÅ9ÃÌÑ	Ãy¾$¿�Å�Î�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾MÜ

• i\Á2¿ (C, iC)
Þ,ÁaÃUÒ2ÊËaÑ�ÃÒ'¿¢o�Ð Á;ËµÃy¾�¾åÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á�Õ9Ð¥¿�Àç¾�Ê�Î�Á/Å;Üj��¾åÃÒ'¿�ÐÄÊ¾

ϕ : G ↪→À�ÊËÌÁ/Ê
(C, iC)

ÐÄÅ�Å�ÃyÐ�ÎU¿�ÊZÞ,Á�Å�¿�Ã{Þ�Â Á�Ð Í
ϕ(G)

ÃÒ'¿�Å�À�ÊyÂÄÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Ò;ÃyÂ Â¥ÆmÊ¾mÁ/ÃÒ�ÀJÒ2ÊËj�
Ñ�Ê¾�Á;¾$¿vÈ�Ð Íj¿�À�Á�¾�Ê�Î�ÁÌÅ�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á;Ç�Å¢ÃyÇ�ÁÌÃyÂ Â�Ò'Æ�Ò2Â ÐÄÒÈ�Õ9Ð ¿�Àó¿�À�ÁÌÑ�Ç�Á/Ò2Á/Î�Ð ¾�É£Ñ�Ç�ÊyÑ�Á;Ç�¿�ÆdÊ¾
Å�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á;Ç�Å�ÊÍM¿�Ð Á/Å/È�Ãy¾�Î£Ð Í

2gi − 2 + Fi + Li > 0 è Li ÐÄÅn¿�À�Á¢Ò;ÃyÇ�Î�ÐÄ¾�ÃyÂ�ÊÍ\¾�Ê¨Î�Á/ÅtÊy¾¿�À�Á
i
�)¿�ÀUÒ;ÊËÌÑ�Ê¾�Á;¾$¿vÈ

Fi
ÐÄÅt¿�À�Á¢Ò/Ã{Ç�Î�Ð ¾	ÃyÂ�ÊÍqÅ�ËaÊ$Êy¿�ÀUã�í�Á/Î£Ñ�ÊÐ ¾ª¿�Å�ì'Ü

• Hh(G,R)
ÐÄÅa¿�À�ÁmÅ�Á2¿ñÊÍhÁvòªÏ�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2ÁmÒ2ÂÄÃÅ�Å�ÁvÅµÊÍ

[(C, iC), ϕ]
Õ9À�Á;Ç�Á

(C, iC)
ÐÄÅµÃ

ÉÁ;¾¨Ï	Å
g
Ò;ÊyËaÑ	ÃÒ'¿�o9Ð Á;ËµÃy¾�¾JÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁGÕ9Ð¥¿�Àó¾�Ê�Î�ÁvÅ;È�Ãy¾	Î

ϕ
ÐÄÅ�ÃZÅ�¿�ÃyÞ�Â ÁÌÃÒ'¿�Ð Ê¾mÕ9Ð¥¿�À

R(ϕ) = R
ÜOpMÕnÊ�Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÅOÎ�Á/ã�¾�Á!¿�À�ÁEÅ�ÃyËÌÁEÒ;ÂÄÃÅ�ÅMÐÄÍ¨¿�À�Á2ÆSÎ�Ð N,Á;Ç\ÞªÆ¢Ã

G
�*Á/ò$Ï�Ð¥ÓÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿

À�ÊËÌÁ/ÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�Å�Ë Õ9À�ÐÄÒ�ÀUÐÄÅ�Þ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ?Ê¾<ÁvÃyÒ�ÀdÒ2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿/Ü
ptÀ�Á;¾äÁ2ÓªÁ;Ç�ÆJÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿

[C,ϕ]
ÊÍ Hh(G,R)

Õ9Ð¥¿�Àå¾�Ê�Î�Á/ÅSÒ2ÊËaÁñÍðÇ�ÊË Ñ�Ð ¾	Ò�À�Ð ¾�ÉmÒ2Ï�Ç�ÓªÁ/Å
ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å?ÊÍtÃy¾åÃÎ�ËaÐÄÅ�Å�ÐÄÞ�Â ÁZÅ�Æ¨ËaËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒµÃy¾	ÎJËµÃ{í¨ÐÄËaÃyÂEÅ�Ï�Þ	Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2ÁµÎ�Á/Ò2ÊËaÑ,ÊªÅ�Ð ¿�Ð Ê¾åÊÍnÃ
Å�ËaÊ$Êy¿�À

[Ct, ϕt]
ÜâptÀ�ÁUÒ2Ê¾�Î�Ð¥¿�Ð Ê¾

2gi − 2 + Fi + Li > 0
Ò2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Îå¿�Êó¿�À�Á£Í�ÃyÒ2¿

¿�À	Ã{¿aÒ2Ï�Ç�ÓÁvÅGÊÍ�¿�À�Á<Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾ ÃyÇ�Á£¾�Ê{¿ÌÀ�ÊËaÊy¿�ÊyÑ�ÐÄÒZ¿�ÊJÃJÅ�ËaÊ¨Ê{¿�ÀßÑ,ÊÐÄ¾ª¿ è ã�í�Á/ÎÊÇ¢¾�Êy¿2ì�ÜñptÀ�ÁñÒ'Æ�Ò2Â ÐÄÒ;Ð¥¿�ÆçÊÍn¾�Ê�Î�ÁÚ Å?Å�¿�ÃyÞ�ÐÄÂ Ð Ý;Á;Ç�ÅGÒ;ÊÇ�Ç�Á/Å�Ñ�Êy¾	Î�Åh¿�Ê<¿�À�ÁaÍ�ÃÒ'¿¢¿�À	Ã{¿SÒ2Ï�Ç�ÓªÁ/Å
ÊÍ\¿�À�ÁSÎ�Á/Ò2ÊËaÑ�ÊÅ�Ð¥¿�ÐÄÊy¾óÎ�Êµ¾�Ê{¿hÒ2Ê¾$¿�ÃyÐÄ¾dÃy¾$Æ£ã�í�Á/Î<Ñ,ÊÐ ¾$¿vÈ	Å�Ð ¾	Ò2ÁGÒ2Ï�Ç�ÓªÁ/ÅtÕ9Ð¥¿�ÀmÎ�Ð À�ÁvÎ�Ç�ÃyÂ
Å�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç�Å�Ò2Ê¾ª¿�ÃyÐ ¾Uã�í¨ÁvÎ£Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å;Ü
é Ð¥¿�Àâ¿�À�ÐÄÅÌÎ�Á;ã�¾�Ð¥¿�Ð Ê¾MÈ Hh(G,R) → Mg′,(b1,...,bt)

ÐÄÅÌÃóÇ�ÃyËaÐ ã�ÁvÎßÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�Èq¿�À¨Ï�Å
Hh(G,R)

ÐÄÅqÃ�Ò2ÊËaÑ�ÃÒ'¿!Å�Ñ	ÃyÒ;ÁÜqptÀ�ÁEËµÃyÑ�ÐÄÅ\ÕnÁ;ÂÄÂ �*Î�Á;ã�¾�Á/Î�ÈyÞ,Á/Ò/ÃyÏ�Å�Á
2gi−2+Fi+Li =

|Gi|(2g′i − 2 + fi + li)
ÞªÆ<o9Ð Á/ËaÃy¾�¾¨ô$fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝªÈ�Õ9À�Á;Ç�Á

Gi
ÐÄÅ�¿�À�ÁGÅ�¿�ÃyÞ�Ð Â ÐÄÝ;Á;ÇhÊÍ

Ci
È
fiÐÄÅn¿�À�Á?¾¨Ï�ËGÞ�Á;Ç�ÊÍ\Þ�Ç�Ãy¾	Ò�À<Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å è Ç�Á/Å�ÑMÜ�¿�ÐÄÁ/Å�ìnÊy¾ Ci/ϕ(Gi)

Ü
��ÉªÃyÐ ¾MÈMÁ;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å¢ÊÍ Hh(G,R)

Ã{Ç�ÁÌÕnÁ;ÂÄÂ �*Î�Á/Å�Ò2Ç�ÐÄÞ,Á/ÎçÐÄ¾ç¿�Á;Ç�ËµÅ?ÊÍEËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ¢ÉÇ�ÃyÑ�À�Å
(F, g, P )

È$Á/ò$Ï�Ð Ñ�Ñ,ÁvÎGÕ9Ð ¿�ÀñÃ
G
�*ÃÒ'¿�Ð Ê¾MÜI�îËaÃyÑ

P
ÍðÇ�ÊË

V (F )
ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å!¿�Ê P({1, . . . , b})ÉÐ¥ÓªÁ/Å�¿�À�ÁaÅ�Ñ�Ç�Á/ÃÎ�Ð ¾�É£ÊÍ�Ç�Ã{ËaÐ ã	Ò;Ã{¿�Ð Ê¾çÎ�Ã{¿�Ã�Ü?éåÁ�Ñ�Ï�¿ è Í�ÊÇ�ÉÁ2¿�¿�Ð ¾�ÉZ¿�À�Á�ËGÏ�Â¥¿�Ð Ñ�ÂÄÐÄÒ2Ð¥¿�Ð Á/Å�ì

RP (s) =
∑

i∈P (s) Ci
Ü

f�Æ�Ñ,Êy¿�À�Á/Å�ÐÄÅEÊÍ\Å�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð¥¿�Æ£ÍðÊÇn¿�À�ÁhÉÇ�ÊÏ�Ñ£ÃÒ'¿�ÐÄÊ¾�ÅnÊ¾£o9Ð Á;ËµÃy¾�¾UÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á/ÅEÕ9Ð¥¿�À<¾�Ê�Î�Á/Å
Ð ËaÑ,ÊªÅ�Á�Ò;Ê¾�Î�Ð¥¿�ÐÄÊ¾�ÅqÊ¾ÌËaÊ¨Î�Ï�ÂÄÃyÇqÉÇ�ÃyÑ�À�Å/Ü ��Á;¾�Êy¿�ÁtÞ$Æ

Gs
Ãy¾�Î

Ga
¿�À�Á9Å�¿�ÃyÞ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç�ÊÍ

s ∈
V (F )

Ãy¾	Î
a ∈ A(F )

È�Ç�Á/Å�Ñ�Á/Ò'¿�Ð¥ÓªÁ;Â¥Æ$ÜtptÀ�Á¢ÉÇ�ÊÏ�Ñ	Å
Ga

ÃyÇ�ÁSÒ'Æ�Ò2ÂÄÐÄÒyÜEéåÁSÀ�ÃvÓÁSÁ2í�Ò2Â Ï	Î�Á/Î
Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å

θ
Å�Ï�Ò�ÀU¿�À	Ã{¿

θ(a) = ā
È	Å�Êµ¿�À	Ã{¿

Ga ∼= Gā
Ãy¾	Î

Ga ↪→ Ga(0)
È
Ga ↪→ Ga(1)

Ü
bdÊÇ�Á;ÊvÓªÁ;Ç/ÈqÐ ÍtÕnÁ£Ò2Ê¾�Å�Ð�Î�Á;ÇG¿�Ð Á/Å�Å�¿�ÃyÞ�Ð ÂÄÐ Ý;Á;Ç�Å;ÈjÃy¾�ÎäÃóÎ�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/ÎâÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊÇ è Õ9À�ÐÄÒ�ÀÃÒ'¿�Å�Ê¾d¿�À�ÁS¿�Ãy¾�ÉÁ;¾$¿hÑ�Â�Ãy¾�ÁGÐ ¾óËGÏ�Â¥¿�ÐÄÑ�Â¥Æ�Ð ¾�É£ÞªÆmÃµã�í�Á/ÎdÇ�Ê¨Êy¿hÊÍ!Ï�¾�Ð ¿*Æ	ì'È	¿�À�Á;¾dÕnÁ�Ò;Ãy¾
ÃÅ�Å�Ð É¾<¿�ÊµÁ/ÃÒ�ÀUÊÇ�Ð Á;¾$¿�ÁvÎ<Á/Î�ÉÁ

e
¿�À�ÐÄÅ�ÉÁ;¾�Á;Ç�Ã{¿�ÊyÇ

ge
È�Ãy¾�Î

gē = ge−1

Ü



� ��� ��� � � ���	�
���$� � ¡
�hÊvÕ Hh(G,R) =

∐

F,g,P,ρHh,G,R(F, g, P, ρ)
Õ9À�Á;Ç�Á

(F, g, P, ρ)
Ç�Ï�¾	Å¢ÊvÓªÁ;ÇSÐÄÅ�ÊD�

ËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë Ò2Â�ÃyÅ�Å�Á/ÅqÊÍ�Î�Á/Ò2ÊÇ�Ã{¿�Á/ÎSËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇOÉÇ�ÃyÑ�À�Å\ÊÍ�ÉyÁ/¾$Ï	Å
h
Õ9Ð¥¿�ÀÌÃ{¾aÃyÒ2¿�Ð Ê¾

ρ : G ↪→
Aut(F, g, P )

Õ9Ð ¿�ÀZÑ�Ç�Á/Ò2ÁvÎ�Ð ¾�ÉGÑ�Ç�ÊyÑ�Á;Ç�¿�Ð Á/Å;È�Ãy¾	ÎñÅ�Ï	Ò�ÀZ¿�À	Ã{¿
R =

∑

sRP (s)
Ü�ptÀ�Á�Î�Á/Ò;ÊD�

Ç�Ã{¿�Ð Ê¾aÒ;Ê¾�Å�ÐÄÅ�¿�ÅqÐÄ¾aÃÅ�Å�Ð É¾�Ð ¾�É�¿�Ê�Á/ÃÒ�ÀÌÊÇ�Ð Á;¾$¿�Á/Î�Á/Î�ÉÁ
e
Ã�ÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇ

ge
ÊÍ
Ge

Å�Ï�Ò�À�¿�À	Ã{¿
gē = ge−1

ÜqptÀ�Á9Å�¿�Ç�Ã{¿�Ï�Ë Hh,G,R(F, g, P, ρ)
Ð�Å!ËµÃÎ�Á9ÊÍ�ÃyÂ Â	Å�¿�ÃyÞ�Â Á�o9ÐÄÁ;ËµÃy¾�¾ñÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á/Å

Õ9Ð¥¿�ÀdÅ�¿�ÃyÞ�Â Á¢ÃÒ'¿�Ð Ê¾	ÅtÕ9À�ÊªÅ�ÁSÃyÅ�Å�Ê¨Ò;ÐÄÃ{¿�Á/ÎdÎ�Á/Ò2ÊÇ�Ã{¿�ÁvÎ£ËÌÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ9ÉÇ�ÃyÑ�À<ÐÄÅ
(F, g, P, ρ)

Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �&* �&* H′

h(G,R)
ÐÄÅG¿�À�ÁZò$Ï�Ê{¿�Ð Á;¾$¿�ÊÍ Hh(G,R)

Þ$Æç¿�À�ÁZÒ2Â ÊªÅ�Ï�Ç�ÁZÊÍt¿�À�Á
ÍðÊÂ ÂÄÊvÕ9Ð ¾�ÉJÁ/ò$Ï�Ð¥ÓÃ{ÂÄÁ;¾�Ò;ÁZÇ�Á;ÂÄÃ{¿�Ð Ê¾�õµ¿*ÕnÊóÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÅÌÃyÇ�ÁZÐÄÎ�Á;¾$¿�ÐÄã�Á/ÎâÐÄÍt¿�À�Á;ÆäÎ�Ð N,Á;Ç�Þ$ÆäÃy¾
Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÇ�Ð�Ã{¾$¿\À�ÊyËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�ËkÕ9À�ÐÄÒ�ÀSÐÄÅMÞ�Ð À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ�Êy¾�Â¥Æ�Õ9À�Á;¾¢Ç�ÁvÅ�¿�Ç�Ð�Ò'¿�ÁvÎ�¿�Ê�Ò2ÊËj�
Ñ,Ê¾�Á/¾ª¿�ÅnÕ9Ð¥¿�ÀdÅ�ËaÊ$Êy¿�ÀUã�í�Á/Î£Ñ�ÊyÐÄ¾ª¿�Å;Ü
�9ÉªÃyÐ ¾MÈy¿�À�ÐÄÅ�ËaÁ/Ãy¾�Å!¿�À	Ã{¿!ÕnÁ9Ò/Ã{¾aÇ�Á;¿�Ç�ÃÒ'¿jÁ/Î�ÉÁ/Å!Ð ¾a¿�À�Á�ËÌÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÃyÑ�À�ÈÐ ¾µÍ�ÃyÒ2¿/ÈªÊÇ�Þ�Ð ¿�Å
ÊÍ\Á/Î�ÉÁ/ÅOë�ÊyÐÄ¾�Ð ¾�ÉÌÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2ÁvÅ

s
Õ9Ð¥¿�À

P (s) = ∅
Ü

éåÁ?¾�ÊvÕ Î�Á;ã�¾�Á�¿�À�Á¢Å�Ï�Ð¥¿�Ã{Þ�Â Á¢Á;í$¿�Á;¾	Å�Ð Ê¾ Hcomb
h (G,R)

ÊÍ Hcomb
h (G,R)

Ü
F�"�G)HJIKHJL
H
$�I �&*�C* ��¾JÁ/Â Á;ËaÁ;¾$¿¢ÊÍ Hcomb

h (G,R)
ÊÍ�¿�ÊÑ,ÊÂ ÊÉÐÄÒ/Ã{Â!¿�Æ�Ñ,Á

(F, g, P, ρ)
ÐÄÅ

ËaÃÎ�Á¢ÃÅtÍ�ÊÂ Â ÊvÕ�Å;õ
• �hÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á�¿�ÊGÁ/ÃÒ�ÀµÓªÁ;Ç�¿�Á2í

s
ÊÍ
F
Õ9Ð ¿�À

P (s) 6= ∅
È¨ÃSo�Ð Á;ËµÃy¾�¾�ÐÄÃy¾ZÍ�Ã�¿���ÉÇ�Ã{Ñ�À

Γs
ÊÍ

ÉÁ;¾¨Ï	Å
g(s)

È�Õ9Ð ¿�À
vs
Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å/È�Á;¾	Î�ÊvÕnÁvÎZÕ9Ð¥¿�À

ϕs : Gs ↪→ Aut(Γs)
È

ò$Ï	ÃyÅ�Ð ÍðÇ�Á/ÁÈ�Á2í�Ò2Á;Ñ�¿�Í�ÊyÇ9Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å;È	Ãy¾	Î£Å�Ï�Ò�À<¿�À	Ã{¿
R(ϕs) = RP (s)

Ü
• � Î�ÐÄÅ�¿�Ð ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/ÎJÓªÁ;Ç�¿�Á2í

v ∈ V (Γs)
ÉÐ¥ÓªÁ;¾çÞªÆJÃ{¾çÁ/Î�ÉÁ

a
Ð ¾	Ò2ÐÄÎ�Á;¾$¿¢Ê¾

s
À�ÃÅ?Å�¿�Ã6�

Þ�Ð Â Ð Ý/Á;Ç
Ga
Ü�gEÎ�ÉÁ/Å�ÊÍ

F
Æ¨ÐÄÁ;ÂÄÎ<¿�À�ÁSÐÄÎ�Á/¾ª¿�Ð ã	Ò;Ã{¿�ÐÄÊy¾mÊyÍ!Î�ÐÄÅ�¿�ÐÄ¾�ÉÏ�ÐÄÅ�À�Á/Î<ÓªÁ;Ç�¿�ÐÄÒ2Á/Å/Üjc�Í

θa

è Ç�Á/Å�ÑMÜ θā ìSÃyÇ�Áñ¿�À�ÁZÑ�Ç�Ð Ó¨ÐÄÂ Á;ÉÁ/ÎßÉÁ;¾�Á/Ç�Ã{¿�ÊÇ�ÅGÊÍ Ga è Ç�Á/Å�ÑMÜ Gā ì�È!¿�À�Á;¾âÕnÁ£ÃÅ�Ôç¿�À	Ã{¿
θa = θ−1

ā

Ü
• c�Í ρ(θ)(s) = t

Èh¿�À�Á;¾
ϕ(θ) : Γs → Γt

ËSÏ	Å�¿dÞ�ÁçÃy¾kÁ/ò$Ï�Ð ÓyÃyÇ�ÐÄÃy¾ª¿dÐ�Å�ÊËÌÁ;¿�Ç�ÆkÐ Í
P (s) 6= ∅

Ü
��Å£Ð ¾ ¿�À�ÁJÒ/ÃyÅ�ÁJÊyÍSËaÊ�Î�Ï�Â Ð¢Å�Ñ�ÃÒ2ÁvÅ;È9¿�À�Á/Å�ÁçÅ�¿�ÃyÞ�Â ÁçÍ�Ã�¿���ÉÇ�ÃyÑ�À	ÅZÃyÇ�ÁçÃyÂ Â�ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎêÞ$Æ
Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾	Å9ÊÍqÁ/Î�ÉyÁvÅ;È�Ð ¾dÍ�ÃÒ'¿�Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÐÄÊ¾�Å9ÊÍqÊÇ�Þ�Ð ¿�Å�Õ9À�Ð�Ò�ÀmÎ�Êµ¾�Êy¿hÒ2Ê¾$¿�ÃyÐ ¾mÃy¾ªÆ<Í�ÃÒ2ÁÈ
ÊÇ�ÞªÆ£Á/ò$Ï�Ð ÓyÃ{Ç�ÐÄÃy¾ª¿9Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ2¿�Ð Ê¾UÊÍqÅ�Ï�Þ�ÉÇ�ÃyÑ�À	Å;Ü
éåÁ?ÊÞ�¿�ÃyÐÄ¾<¿�À�Á¢Ãy¾�ÃyÂ ÊÉµÊyÍqptÀ�Á/ÊÇ�Á;Ë]Û�Ü �ÌÐ ¾<¿�À�ÁSÒ;ÃÅ�Á¢ÊÍ>�?Ã{ÂÄÊÐÄÅ9Ò2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�ÉªÅ;Ü

 �!#"�$#%&"�' �&*��&*P-#/+0�120 587 :6B /+>6?P04>6?A>61EQ/_5O7�? Hcomb
h (G,R)→ H′

h(G,R)×P(Rb
>0)

� %&$ $KG&*��qÐ ídÃµËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇhÉÇ�ÃyÑ�À
(F, g, P, ρ)

Ü�ptÀ�Á/¾UÕtÁ�Ã{Ñ�Ñ�Â¥ÆdptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë ��Ü �ñÒ2ÊËaÑ,ÊD�
¾�Á;¾$¿9ÞªÆ<Ò2ÊËaÑ,Ê¾�Á;¾$¿/È�Õ9Ð¥¿�À<¿�À�Á¢Å�ÃyËaÁSÎ�Ð�Å�Ò2Ï�Å�Å�Ð Ê¾<¿�À�Ãy¾UÍðÊÇt¿�À�Á;ÊÇ�Á;Ë]Û�Ü ��Ü

�éåÁhÎ�Á;ã�¾�Á H(g, g′, G,K,R)
ÃyÅj¿�À�Á�Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅjÊÍ�Å�¿�ÃyÞ�Â Áho9ÐÄÁ;ËµÃ{¾�¾£Å�Ï�Ç�Í�ÃyÒ;Á/ÅjÉÊy¿EÍ�Ç�ÊË

Á;Â Á;ËaÁ;¾$¿�Å?ÊÍ H(g, g′, G,K,R)
ÞªÆóÇ�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾çÊÍjÂÄÊ$ÊÑ	Å�Ê¾J¿�À�ÁÌÞ	ÃÅ�Á è Ç�Á/Å�ÑMÜ�ÊÇ�Þ�Ð ¿�Å?ÊÍÂ Ê¨ÊyÑ	Å9Ê¾U¿�À�Á¢¿�Êy¿�ÃyÂOÅ�Ñ	ÃÒ2Á�ìnÕ9À�ÐÄÒ�ÀmÎ�Êµ¾�Êy¿hÒ2Ê¾$¿�Ã{ÐÄ¾mÃy¾$Æ<Þ�Ç�Ãy¾	Ò�ÀdÑ�ÊÐ ¾$¿�Å è Ç�Á/Å�ÑMÜ�Ç�ÃyËaÐ ã+�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾óÑ,ÊÐ ¾$¿�Å'ì�Ü�éåÁ�Ò2ÊÏ�ÂÄÎmÎ�Á/Å�Ò;Ç�Ð Þ,ÁGÐ ¿�Å�Á/Â Á;ËaÁ;¾$¿�ÅhÞ$ÆUÒ;ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ9ÊÍ!ËaÊ�Î�Ï�ÂÄÃyÇ�ÉÇ�ÃyÑ�À	Å;Ü

ptÀ�Á;¾ H′(g, g′, G,K,R)
ÐÄÅn¿�À�Á?ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿�ÞªÆñ¿�À�Á?Ò2Â ÊªÅ�Ï�Ç�Á�ÊÍ�¿�À�Á�Á/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2Á?Ç�Á;ÂÄÃ{¿�Ð Ê¾

Õ9À�Á;Ç�Á�Ò2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�ÉªÅ�¾�Á;ÁvÎd¿�Ê£Þ,Á�À�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒGÊ¾�Â ÆdÊ¾çÒ2ÊËÌÑ�Ê¾�Á/¾ª¿�Å�Õ9Ð¥¿�ÀóÇ�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã{¿�Ð Ê¾
Ñ,ÊÐ ¾$¿�Å/Ü
m Ð ËaÐ ÂÄÃyÇ�Â¥Æ$È Hcomb

g,g′ (G,K,R)
ÐÄÅ�Î�Á/ã�¾�Á/ÎÌÃyÅ!Ò2Ê�ÓÁ/Ç�Ð ¾�ÉÅ!ÊÍ,Å�¿�Ã{Þ�Â Á�Í�Ã{¿��*ÉÇ�ÃyÑ�À	Å\ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/Î

ÞªÆ Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�Ð Ê¾ Ê¾ï¿�À�ÁdÞ�ÃÅ�ÁdÁ;Ð¥¿�À�Á;ÇZÊyÍ�Â Ê¨ÊÑ�ÅaÕ9À�ÐÄÒ�ÀîÎ�Êå¾�Êy¿ñÞ,ÊÏ�¾�Î Ãy¾ªÆ Í�ÃÒ;ÁUÊÇµÊÍ



�$���K��� ��� ��� � ���I�	�
���i� ¡ �������" ���I�	����� ¡ � "�� � �ï� � �ª~ � ¡�� �������$�
� � � �

Å�Ï�Þ�ÉÇ�ÃyÑ�À	Å�Õ9À�ÐÄÒ�À<Î�Ê�¾�Êy¿�Ò2Ê¾$¿�ÃyÐ ¾<Ãy¾$ÆµÍ�ÃÒ2ÁÈ�Ãy¾	ÎñÞ$ÆZÅ�Ï�Ð ¿�ÃyÞ�Â Á�Ç�Á2¿�Ç�ÃÒ'¿�ÐÄÊy¾<ÊÍ�ã�Þ�Á;Ç�ÅEÊ¾
¿�À�Á�¿�Êy¿�ÃyÂMÅ�Ñ	ÃÒ2ÁÜ
� I�� $KG ��%C$ $KG $KG  �! "$ %&"+' (+*
(+* ptÀ�ÁZÃÒ'¿�Ð Ê¾âÊÍ

Out(G,K,R)
Ê¾ Hh(G,R)Á2í¨¿�Á;¾	Î�Å<Ê¾ H′

h(G,R)
Ü.�	ÊÇ/È�ÃïÅ�¿�ÃyÞ�Â Áåo9Ð Á;ËµÃy¾�¾ Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á è Õ9Ð¥¿�À ÃÒ'¿�Ð Ê¾ ÊÍ

G
ìZÊÍ

H′
h(G,R)

ÐÄÅEÊÞ�¿�ÃyÐ ¾�Á/ÎµÍ�Ç�ÊË ÃSo9ÐÄÁ;ËµÃy¾�¾£Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á è Õ9Ð¥¿�À£ÃÒ'¿�Ð Ê¾ZÊÍ G ì!ÊÍ Hh(G,R)
Þ$Æ

Ñ�Ð ¾	Ò�À�Ð ¾�ÉSÅ�ÊyËaÁ�Ò;Ï�Ç�ÓªÁ/Å�ÊÇ�Þ�Ð¥¿�Å�ÊÍ�Ãy¾ñÃÎ�ËaÐÄÅ�Å�Ð Þ�ÂÄÁ�ËµÃ{í¨ÐÄËaÃyÂ,Ãy¾	ÎµÅ�Æ�ËÌËaÁ2¿�Ç�ÐÄÒ�Å�Ï�Þ�Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
Î�Á/Ò;ÊËÌÑ�ÊªÅ�Ð¥¿�ÐÄÊ¾ è ��Á;ã�¾�Ð ¿�Ð Ê¾mÛ�Üb�yì'ÜptÀ¨Ï	ÅjÕtÁ�À	Ã/ÓªÁ?Ã{¾<À�ÊËaÁ;ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÅ�Ë Í�Ç�ÊË ¿�À�Á?ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿ H′

h(G,R)/Out(G,K,R)¿�Ê H′(g, g′, G,K,R)
ÜñptÀ�ÁaËµÃyÑçÐÄÅSÅ�Ï�Ç�ë�ÁvÒ'¿�Ð ÓÁªõ¢Ãy¾çÁ;Â Á/ËÌÁ/¾ª¿

(p0 : T0 → S0)
Ò2ÊËÌÁvÅ

ÍðÇ�ÊËAÃµÅ�ËaÊ¨Êy¿�À
(pt : Tt → St)

ÉÊy¿�Í�Ç�ÊË
(Ct, ϕt)

Ð ¾ Hh(G,R) è �jÇ�ÊÑ,ÊªÅ�Ð¥¿�Ð Ê¾ç×¨Ü áá�ì'ÜptÀ�Á;¾
(p0 : T0 → S0)

Ð�Å\¿�À�ÁnÐ ËµÃyÉÁnÊÍ
(C0, ϕ0)

Ü m Ð ËaÐ ÂÄÃyÇ�Â¥ÆªÈ¿�À�ÁnÐ ¾yë�ÁvÒ'¿�Ð Ó¨Ð¥¿�Æ�ÐÄÅ!Î�Á/Î�Ï�Ò;Á/Î
ÍðÇ�ÊË Ð ¾yë�Á/Ò2¿�Ð¥Ó�Ð¥¿�Æ<ÐÄ¾<¿�À�Á¢Å�ËaÊ$Êy¿�ÀdÒ;ÃÅ�ÁÜ

�hÊvÕ ¿�À�ÁÌÅ�ÃyËaÁGÍ�ÃÒ'¿�À�ÊÂÄÎ�Å�Í�ÊÇhÒ2ÊËGÞ�Ð ¾�Ã{¿�ÊÇ�ÐÄÃyÂqÅ�Ñ	ÃÒ2Á/Å;È�Å�Êñ¿�À	Ã{¿�¿�À�Á;ÊÇ�Á/ËBÛ�Ü �µÉÐ ÓÁvÅ
ptÀ�Á;ÊÇ�Á/Ë áÜÄáÜ

�

� ³��]¹!ºn» ��½ <>=@?�¼BA1Cm¹�� �<»E¸ 
�A1C :J½�· � ���!¼ �*½)¼ �å¸ª¹\»@=��m¼�·$½)¹\¶ C
éåÁt¾�ÊvÕ Á;ËaÑ�À	ÃÅ�Ð Ý;Á�Ê¾ÌfhÏ�Ç�Õ9Ð ¿�Ý�Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å Hg(Z/n,R)

È$Ã?Å�Ñ,Á/Ò;ÐÄÃyÂ�Ò;ÃÅ�Á�ÊÍ�ÊvÕ9¾aÐ ¾ª¿�Á;Ç��
Á/Å�¿vÈ{Î�Ï�Á�¿�Ê�¿�À�Á;Ð ÇqÅ�¿�Ç�Ð Ô¨Ð ¾�É�Ã{¾	ÃyÂ ÊÉyÆ�Õ9Ð ¿�ÀGËaÊ�Î�Ï�Â Ð¨Å�Ñ�ÃÒ2ÁjÊÍ�Ò2Ï�Ç�ÓÁvÅ�Õ9Ð¥¿�À�Å�Ñ�ÐÄ¾ è Ö á�àvÙ�Ö�×àvÙ�ì�Üi\Á2¿

G
Þ,ÁçÃßã�í�Á/Îêã�¾�Ð¥¿�ÁJÉÇ�ÊÏ�ÑMÈ�¿�ÊyÉÁ;¿�À�Á;Ç£Õ9Ð¥¿�ÀkÃßã�í�Á/ÎêÇ�ÃyËaÐ ã�Ò/Ã�¿�Ð Ê¾ Î�Ã�¿�Ã

R
Ü

eEÊ¾�Å�ÐÄÎ�Á;Ç�¿�À�Á�fhÏ�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝaÅ�Ñ	ÃÒ2Á Hg(G,R)
ÈMÃÅ�Å�Ï�ËaÁ/Îm¿�Ê£Þ�Á�¾�Ê¾óÁ/ËÌÑ�¿�ÆªÜSi\Á2¿

[C,ϕ] ∈
Hg(G,R)

È	Ãy¾�Î
π : [C,ϕ]→ S = C/ϕ(G)

È�¿�À�Á¢ÃÅ�Å�Ê�Ò2ÐÄÃ{¿�Á/ÎUÇ�ÃyËÌÐÄã�Á/ÎUÒ2ÊvÓªÁ;Ç�ÐÄ¾�É�Ü
��Á;¾�Êy¿�ÁGÞ$Æ OC ¿�À�ÁÌÅ�À�ÁvÃ{Í�ÊÍ!À�ÊyÂÄÊËÌÊÇ�Ñ�À�Ð�ÒSÍ�Ï�¾	Ò'¿�Ð Ê¾�Å�Ê¾

C
È�Ãy¾	ÎdÂ Á2¿

π∗(OC)
¿�À�Á

Ð ËµÃ{ÉÁ?Î�ÐÄÇ�Á/Ò'¿�Å�À�Á/ÃyÍ�Ü!ptÀ�ÐÄÅnÐÄÅtÃSÂÄÊ¨Ò;ÃyÂÄÂ¥ÆZÍðÇ�Á;Á�Å�À�ÁvÃ{ÍMÊÍ
G
��ËaÊ�Î�Ï�Â ÁÈ¨Õ9Ð¥¿�À£Î�Ð ËaÁ;¾	Å�Ð Ê¾ |G| Üc*Í

Ĝ
Î�Á;¾�Êy¿�Á/Å�¿�À�ÁñÅ�Á;¿SÊÍj¿�À�ÁaÐ Ç�Ç�ÁvÎ�Ï	Ò2Ð Þ�Â ÁñÒ;ÊyËaÑ�Â Á2íçÇ�Á;Ñ�Ç�Á/Å�Á;¾$¿�Ã{¿�Ð Ê¾	Å?ÊÍ

G
È
χ : G →

GL(Vχ)
È�¿�À�Á;¾

π∗(OC) =
⊕

χ∈Ĝ Lχ ⊗ Vχ
È�Õ9À�Á;Ç�Á

Lχ
ÐÄÅ�¿�À�Á

χ
��Ð�Å�Êy¿�ÊÑ�ÐÄÒGÅ�Ï�Þ�Þ�Ï�¾	Î�Â ÁªÈ

Õ9Ð¥¿�ÀUÇ�Ã{¾�Ô£Î�Á;É
(χ) =

Î�Ð Ë
(Vχ)

È	Ã{¾	Î Vχ ÐÄÅt¿�À�ÁSÒ2Ê¾	Å�¿�Ã{¾$¿9Þ�Ï�¾�Î�Â Á�Õ9Ð¥¿�ÀUã�Þ�Á;Ç Vχ Ü�hÅ�Å�Ï�ËaÁ9¾�ÊvÕ ¿�À	Ã�¿
G
ÐÄÅ�¿�À�ÁhÒ'Æ�Ò2Â ÐÄÒ�ÉÇ�ÊÏ�Ñ

Z/n
ÜOéåÁ9Ç�Á;ÍðÁ/Ç�¿�ÊS¿�À�Á�Á2í�ÃyËaÑ�Â ÁGá�Ð ¾ § ×¨Ü�jÏ�¿

ξ = exp(2iπ/n)
Ãy¾�Î

σ = ϕ([1])
ÜjptÀ�Á;¾

π∗(OC) =
⊕n−1

0 Lk
È�Õ9À�Á;Ç�Á

Lk
ÐÄÅt¿�À�Á

Â Ð ¾�ÁGÞ�Ï�¾	Î�ÂÄÁSÊÍ!À�ÊÂ ÊËÌÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒSÉÁ;Ç�ËaÅhÒ2ÊÇ�Ç�ÁvÅ�Ñ,Ê¾	Î�Ð ¾�Éµ¿�Êµ¿�À�Á�Á;Ð ÉÁ;¾$ÓyÃyÂ Ï�Á
ξk
Ü9éåÁGÀ	Ã/ÓªÁ

L0 = OS
Ü

��Á/Å�Ò2Ç�Ð Þ�Ð ¾�É?¿�À�Á�Ð ËµÃyÉyÁ�ÊÍ
L⊗n

1 ↪→ L0
Ð ¾ªÓªÊÂ¥ÓªÁvÅO¿�À�Á�Ç�ÃyËÌÐÄã�Ò;Ã{¿�Ð Ê¾µÎ�Ã{¿�Ã

R(ϕ)
Ü!bdÊÇ�Á

Ñ�Ç�ÁvÒ2ÐÄÅ�Á;Â¥Æ$È�ÕnÁ?À�Ã/ÓªÁªõ
� %&$ ��$�� H L Hf$�I �C*
(+* �,Z

G = Z/n S :6BC[ R =
∑b

1[mi]
LM5,9,/

[mi] 6= [mj ]
ZT>61

i 6= j S9O/�0�B
L⊗n

1
∼= OS(−

∑b
1mixi)

k
� %&$ $KG&*JéåÁñÅ�¿�Ï	Î¨ÆJ¿�À�ÁµÂ Ð ¾�ÁñÞ�Ï�¾�Î�Â Á

Lj
ÐÄ¾äÃU¾�Á/Ð ÉÀ¨Þ,ÊÇ�À�Ê¨Ê�Î

U
ÊÍtÃUÞ�Ç�Ãy¾�Ò�ÀåÑ,ÊÐ ¾$¿

Q
ÜhéåÁ�Ç�Á;Í�Á;Ç�¿�Êñ¿�À�Á�¾�Ê{¿�Ã{¿�ÐÄÊ¾�ÅhÊyÍ�Á;í�ÃyËaÑ�Â Á£áGÐ ¾ § ×¨Ü�iMÁ2¿?Ï�Å�Î�Ç�ÊÑd¿�À�ÁGÐ ¾	Î�Á;í i Ü m Á;¿

d = (m,n)
È
e = n/d

È�Ãy¾	Î
k = m/d

ÜGljÆóÎ�Á;ã�¾�Ð ¿�Ð Ê¾MÈ
π∗(OC)(U) = OC(π−1(U))

Ü
m Ð ¾	Ò2Á

π
Ð�Å�ÃóÒ2ÊvÓªÁ;Ç�Ð ¾�É�ÈOÕnÁ£Ò�À�Ê¨ÊÅ�Á

π−1(U) =
∐

j Vj
Ümi\Á2¿ {P1, . . . , Pd−1}

Þ,Áñ¿�À�Á
ã�Þ�Á;Ç�ÊvÓªÁ;Ç

Q
È�Ãy¾	Î

zj
ÃmÂ Ê�Ò;ÃyÂ�Ò2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�Á£Ã{¿

Pj
Õ9Ð¥¿�À

Zj(Pj) = 0
Ãy¾	ÎäÅ�Ï�Ò�Àâ¿�À	Ã{¿

(Pj , zj) = σj(P0, z0)
Üñp\ÃyÔÁµÃyÂÄÅ�ÊmÃ£Â Ê�Ò;ÃyÂjÒ2Ê¨ÊÇ�Î�Ð ¾�Ã{¿�Á

u
Ã{¿
Q
Å�Ï	Ò�ÀJ¿�À	Ã�¿

u(Q) = 0Ãy¾�Î
u = zej

Ü



� ��� ��� � � ���	�
���$� � ¡
�	Ï�Ç�¿�À�Á;Ç�ËaÊÇ�ÁÈMÕnÁñÀ	Ã/ÓªÁ

σkd(z0) = ξd(z0)
ÈOÊÇ

σd(z0) = ξνdz0
Ð Í
ν
Î�Á;¾�Êy¿�ÁvÅ?¿�À�Á

Ð ¾$ÓÁ/Ç�Å�Á¢ÊyÍ
k
ËaÊ�Î�Ï�Â Ê

e
Ü

g�í¨¿�Á;¾�ÎUÁ/ÃÒ�À
zj
Êy¾ ∐

Vk
Þ$Æ

zj = 0
Êy¾

Vk
ÐÄÍ
k 6= j

ÜtéåÁSÀ�Ã/ÓªÁ¢¿�Ê£Î�Á/Ò;ÊyËaÑ�ÊÅ�Á¢ÐÄ¾
Ñ�Ç�ÊÑ�Á;Ç�Å�Ï�Þ�Å�Ñ�ÃÒ2Á/Ån¿�À�Á¢Å�Ñ	ÃÒ2Á?ÊÍOÀ�ÊÂ ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ?ÉÁ;Ç�ËµÅ�Î�Á;ã�¾�ÁvÎZÊ¾ ∐

Vk
Ü

éåÁ?Ï	Å�Á?¿�À�Á?¾�Ê{¿�Ã{¿�ÐÄÊ¾ 〈ik〉 Í�ÊÇ ik ËaÊ�Î�Ï�Â Ê e Üo9ÁvÒ;ÃyÂ Â�¿�À	Ã{¿�¿�À�Á?Í�Ï�¾�Ò'¿�Ð Ê¾
Xi = z

〈ik〉
0 + ξ−iz

〈ik〉
1 + · · ·+ ξ−(d−1)iz

〈ik〉
d−1

ÐÄÅ9ÃaÍðÇ�Ã{ËaÁ
ÊÍ
Li
Ãy¾	Î

(Xi)i∈{0,...,n−1}
ÐÄÅ9ÃÌÍ�Ç�ÃyËÌÁ¢ÊÍ

π∗(OC)
Ü

ptÀ�Á;¾âÍ�ÊyÇ
i = 1

ÈqÕnÁZÀ	Ã/ÓªÁ
X1 = zk0 + ξ−1zk1 + · · · + ξ−(d−1)zkd−1

È�Ãy¾�Î
Xj

1 =

zjk0 + ξ−jzjk1 + · · · + ξ−(d−1)jzjkd−1 è Å�Ð ¾�Ò;Á zj = 0
Ê¾

Vk
Í�ÊyÇ

k 6= j
È�Ñ�Ç�Ê�Î�Ï	Ò'¿�Å

zkzjÃyÇ�Á?Ý;Á;Ç�Ê¨ì'Ü
m Á2¿

jk = [jk/e]e+ 〈jk〉 È¨Õ9Ð¥¿�À [jk/e]
¿�À�ÁhÐ ¾$¿�Á;ÉÇ�ÃyÂ�Ñ�ÃyÇ�¿nÊÍ

jk
ËaÊ�Î�Ï�Â Ê

e
�$¿�À�Á;¾ñÕnÁ

ÊÞ�¿�ÃyÐ ¾
Xj

1 = Xj × u[jk/e].∗) È�Ãy¾	Î£Ð ¾UÑ	ÃyÇ�¿�Ð�Ò2Ï�Â�Ã{Ç Xn
1 = um

Ü
�

bdÊ�Î�Ï�Â Ð!Å�Ñ	ÃÒ2Á/Å�ÊÍjÉÁ;¾¨Ï	Å
g
Ãy¾	Î

b
��Ñ�ÊÐ ¾$¿�Á/ÎJÒ;Ï�Ç�ÓªÁ/ÅhÕ9Ð ¿�ÀåÎ�Ã{¿�Ã

(n, (mi)i∈{1,...,b})
ÃyÇ�Á

Î�Á;ã�¾�Á/Îa¿�Ê�Þ,ÁhÁ/ò$Ï�Ð¥ÓyÃyÂ Á;¾	Ò2Á�Ò;ÂÄÃÅ�Å�Á/ÅnÊÍMÒ2ÊÏ�Ñ�ÂÄÁ/ÅEËµÃÎ�ÁhÊÍMÃGo�Ð Á;ËµÃy¾�¾<Å�Ï�Ç�Í�ÃÒ2Á
S
Ãy¾�ÎñÊÍ

ÃaÂ ÐÄ¾�ÁSÞ�Ï�¾�Î�Â Á
L
Ê¾

S
Å�Ã{¿�ÐÄÅ�Í�Æ�Ð ¾�É

L⊗n ∼= K(−∑

mixi)
È�Õ9À�Á;Ç�Á

K
ÐÄÅ�¿�À�Á�Ò;Ãy¾�Ê¾�ÐÄÒ;ÃyÂ

Â Ð ¾�Á�Þ�Ï�¾�Î�Â ÁÜI�hÅ!Ã?Ò2ÊÇ�ÊÂÄÂÄÃyÇ�ÆªÈªÐ Í	¿�À�Á9ò$Ï�Êy¿�Ð Á;¾$¿jÅ�Ï�Ç�Í�ÃÒ;Á/Å!ÃyÇ�Á�Ñ�Ï�¾�Ò'¿�Ï�Ç�Á/ÎG¿�ÊÇ�Ï	Å;Èy¿�À�Á;¾Ì¿�À�Á
f�Ï�Ç�Õ9Ð¥¿�ÝGÅ�Ñ	ÃÒ2Á Hg(Z/n,R)

ÐÄÅhÐÄÅ�ÊËaÊÇ�Ñ�À�ÐÄÒ¢¿�ÊZÃµËaÊ�Î�Ï�Â ÐOÅ�Ñ	ÃÒ2ÁSÊÍ!ÉÁ;¾¨Ï�Å9Ê¾�ÁGÒ2Ï�Ç�ÓÁvÅ
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