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E → B · µ¹¸»º�¼½º�¾*¿ÁÀ�¼}¶�Â�¿§Ã�¿�¸�Ä^Å°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºFµJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆÉÈ · Â�¸�¶�¿Á¼½ºF¸}º	Ê Γ̃
¿¡¶�ÀQË½Ä§¼ · ¸}ÄÌ ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�ÏZo*¶f¿ÁÀf¸<À�Î · Ë½Â�¼½Î�ÇÐ¼½Ñ�È�º�¿§¶�µ\¿§º	Ê�µJÒ:¿§º SL(2, Z)

Ï�ÓÔµbÕV¿§Ä§Ä�¸½À�À�Î Ì µ
¶�Ö	¸�¶

E
¿ÁÀ<Å°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºªÏÔY×µ/º�¼}¶�µ · Í Γ

¶�Ö�µØ¿ Ì ¸}Ë½µØ¼½Ñ Γ̃
¿§º

PSL(2, Z)
¸}º	Ê · Í H

¶�Ö�µ
Î�Ç�Ç,µJÂVÖ�¸}ÄÁÑ�¾*Ç�ÄÁ¸}º�µ\Æ2¼ Ì Ç�Ä§µ2¶�µ/Ê · Í ∞

¸}º	Ê · Í Â�¸�¶�¿§¼½º	¸}ÄªÇ,¼½¿§º$¶�ÀV¿§º R ⊂ C
ÏhpxÖ�µ

j
¾ Ì ¸�Ç

B → P
1 Ê�µ/Æ2¼ Ì Ç�¼½À�µ/À£¸½À jΓ ◦ jE Ù ÕVÖ�µ/Â�µ

jE : B → MΓ = H/Γ

¸}º�Ê
jΓ : MΓ → P

1 = H/PSL(2, Z)
Ï^o�ºÚ¸}ºÚ¸}Ä§Ë½µ · Â�¸}¿ÁÆ9Ñ�¸ Ì ¿ÁÄ Í ¼½Ñ�µJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆ�È · Â�¸�¶�¿§¼½º�À¶�Ö�µ\Ê�µJË½Â�µJµu¼½Ñ

j
¿ÁÀ · ¼}Î�º	Ê�µ/Ê · Í ¶�Ö�µ9Ê�µJË½Â�µ/µu¼½Ñ¥¶�Ö�µuË½µJº�µ/Â�¿ÁÆuµJÄ§µ Ì µJº$¶zÏho�¶^ÑÛ¼½Ä§Ä§¼zÕfÀV¶�Ö	¸�¶¶�Ö�µJÂ�µb¿ÁÀV¼}º�Ä Í ¸ÜÈ�º�¿¡¶�µuº$Î Ì · µ/Â£¼}Ñ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�ÀxÑ�¼½Â£µ/¸½Æ�ÖÐÑ�¸ Ì ¿§Ä Í ÏpxÖ�µÉº�Î Ì · µJÂ>¼½Ñ\À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç	À<¼½Ñ · ¼½Î�º�Ê�µ/ÊF¿§º�Ê�µ2ÒF¿§º SL(2, Z)

Ë}Â�¼zÕfÀ>À�Î�Ç,µJÂ�µ2Ò�Ç�¼�¾
º�µJº$¶�¿Á¸}Ä§Ä Í»Ý Þ�ß Ù À�¿ Ì ¿§Ä�¸�Â�Ä Í ¶�¼à¶�Ö�µuÆ/¸}À�µb¼½Ñ?¸�Ñ�Â�µJµuË½Â�¼½Î�Ç»á)À�¿§º	Æ2µ SL(2, Z)

Æ2¼½º$¶�¸}¿§º�ÀV¸ÜÑ�Â�µJµ
À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç\¼½Ñ�È�º�¿¡¶�µT¿§º	Ê�µJÒ�â'Ï¥W	¼½Â Γ

¼½Ñ�ÄÁ¸}Â�Ë½µT¿§º	Ê�µ2Ò Ù ¶�Ö�µTº$Î Ì · µ/Â¥¼½Ñ MΓ
¾�Â�µ/Ç�Â�µzÀ�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º�À

¼½Ñ�¶�Ö�µhÀ�Ç�Ö�µJÂ�µ
S

2 ¿ÁÀ�À�Î · À�¶�¸}º°¶�¿Á¸}Ä§Ä Í À Ì ¸}Ä§Ä§µ/Â Ù Ö�¼zÕhµJÃ°µJÂ Ù À�¶�¿ÁÄ§Ä�À�Î�Ç�µJÂ�µ2Ò�Ç,¼½º�µJº$¶�¿�¸�Ä�á)À�µJµhã�Ï ä½â�Ï[^Î�Â>Ë}¼°¸}Äf¿�À<¶�¼å¿Áº°¶�Â�¼�Ê�Î	Æ2µæÀ�¼ Ì µÚÆ2¼ Ì · ¿Áº�¸�¶�¼}Â�¿Á¸}Ä×À�¶�Â�Î	Æ'¶�Î�Â�µæ¼}ºF¶�Ö�µæÀ�µJ¶>¼½Ñ Ì ¼½º�¾¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�À\¼½Ñ£µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ:È · Â�¸�¶�¿Á¼}º	À\ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÔÕh¼½Î�ÄÁÊÔÖ�µJÄ§Çå¶�¼Ú¸}º�À�Õhµ/Â�À�¼ Ì µ>º�¸�¶�Î�Â�¸}Äç Î�µ/À�¶�¿§¼½º�À/Ï�[^Î�ÂZ¼½Â�¿§Ë½¿§º	¸�Ä Ì ¼}¶�¿§Ã}¸�¶�¿§¼½ºQÕ£¸}À!¶�¼9Ê�µ/À�Æ2Â�¿ · µV¶�Ö�µfÀ�µ2¶h¼½Ñ�Ë½Â�¼}Î�Ç	À�Æ2¼½Â�Â�µzÀ�Ç,¼½º	Ê�¾¿§º�ËØ¶�¼ØÂ�¸�¶�¿§¼½º	¸�Ä�¼½Âut\ã:µJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆQÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À Ù µ2Ò�Ç�ÄÁ¸}¿§º»Ö�¼zÕè¶�¼¹Æ2¼ Ì Ç�Î�¶�µÜ¶�Ö�µQÊ�¿ Ì µJº	À�¿§¼½º	À
¼½Ñx¶�Ö�µ>À�Ç	¸½Æ2µ/À9¼½Ñ Ì ¼�Ê�Î�Ä§¿h¼½ÑVÀ�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ/À\¿Áº»¶�Ö�¿ÁÀ�ÆJÄÁ¸½À�À9ÕV¿¡¶�ÖéË½¿¡Ã°µJº Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç
µ2¶�Æ½Ï^ifÀ^¸>Ê�¿ÁÂ�µ/Æ'¶b¸}Ç�Ç�Ä§¿ÁÆ/¸�¶�¿§¼½ºÚ¼}Ñ?¶�Ö�µ Ì µ2¶�Ö�¼�Ê�À^Ê�µ2Ã°µJÄ§¼½Ç,µzÊÐ¿Áº¹¶�Ö�µ\Ç�Â�µ/À�µJº°¶×Ç�¸}Ç�µJÂV¶�Ö�µ
¸}Î�¶�Ö�¼½Â�À�¸}º	ÊàpbÏ½ê?µ2¶�Â�¼zÃÜÖ�¸/Ã°µ£¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê<¸bÇ�Â�¼�¼}Ñ,¼½Ñ�Â�¸�¶�¿§¼½º�¸}Ä§¿§¶ Í ¸�º	ÊàÀ�¶�¸ · ÄÁµ£Â�¸�¶�¿§¼½º�¸}ÄÁ¿¡¶ Í¼½Ñ Ì ¸}º Í Æ2Ä�¸½À�À�µ/ÀÜ¼½Ñ Ì ¼�Ê�Î�Ä§¿£À�Ç	¸½Æ2µ/À�¼}ÑfµJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆØÈ · Â�¸�¶�¿Á¼½º�À9ÕV¿¡¶�ÖéË½¿¡Ã°µJº Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ù¿§º�ÆJÄ§Î�Ê�¿§º�Ëd¸}Ä§ÄVÀ�Î�Æ�Ö Ì ¼�Ê�Î�Ä§¿£À�Ç	¸½Æ2µ/ÀÜ¼½ÑVÂ�¸�¶�¿§¼½º�¸}ÄV¸�º	ÊåµJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆÐtuãÚÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µzÀØá)À�µJµ Ý ë}ß â�Ï

ì'í�î
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[fÎ�ÂZ¸}Ç�Ç�Â�¼°¸½Æ�Öà¿ÁÀ · ¸}À�µ/ÊÜ¼½º<¸\Ê�µ2¶�¸}¿§Ä§µ/ÊQÀ�¶�Î�Ê Í ¼½Ñ,¶�Ö�µ£Â�µ/ÄÁ¸�¶�¿§¼½º · µ2¶�Õhµ/µJºQÀ�Ç,µ/ÆJ¿Á¸}Ä�Ë½Â�¸}Ç�Ö	À¼½ºØ]V¿§µ Ì ¸}º�º¹À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À£¸}º	ÊØÀ�Î · Ë}Â�¼}Î�Ç	Àh¼½Ñ¥È�º�¿¡¶�µu¿§º	Ê�µJÒ>¿§º PSL(2, Z)

Ï
p¥¼ÉÊ�µ2¶�µJÂ Ì ¿§º�µ Γ̃

ÕxµQÈ�Â�À�¶ÜÊ�µ/À�Æ2Â�¿ · µ>¸}Ä§ÄTÇ�¼°À�À�¿ · Ä§µ>Ë}Â�¼}Î�Ç	À Γ
ÏÐo�ºå¼}Â�Ê�µJÂ\¶�¼ÚÆ2ÄÁ¸½À�À�¿§Ñ Í

Ç,¼°À�À�¿ · Ä§µ Γ
ÕhµÐÆ2¼½º�À�¿�Ê�µJÂ�¶�Ö�µØÆ2¼½Â�Â�µzÀ�Ç,¼½º�Ê�¿§º�Ëæ¼½Â�¿§µJº$¶�µzÊå]V¿Áµ Ì ¸�º�º À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ MΓ

Ï»pxÖ�µ
Ì ¸}Ç jΓ : MΓ → P

1 Ç�Â�¼zÃ�¿�Ê�µ/À�¸ÉÀ�Ç�µ/Æ2¿Á¸}ÄZ¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºé¼½Ñ MΓ
á�¿§º�Ê�Î�ÆJµ/Ê»Ñ�Â�¼ Ì ¶�Ö�µ

À�¶�¸}º	Ê�¸}Â�Ê�¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º<¼}Ñ
P

1 ¿§º$¶�¼b¶�Õh¼b¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µzÀ!ÕV¿¡¶�ÖàÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆJµ/À!¿§º 0, 1,∞
âhá)¸}º�ÊÜÃ�¿�Æ2µ

Ã°µJÂ�À�¸$â�Ï£pxÖ�µ\Ç�Â�µJ¿ Ì ¸}Ë½µ/ÀV¼½Ñ 0, 1,∞
¼½º

MΓ
ÕV¿§Ä§Ä · µ9ÆJ¸}Ä§Ä§µ/Ê A,B, I Ù Â�µ/À�Ç,µzÆ'¶�¿§Ã°µJÄ Í Ù ¸}º�Ê¶�Ö�µ£¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºQÕV¿§Ä§Ä · µ^ÆJ¸}Ä§Ä§µzÊQ¸ j

¾�¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºªÏ?pxÖ�µ · ¸}Â Í Æ2µJº$¶�Â�¿ÁÆfÀ�Î · Ê�¿§Ã�¿�À�¿§¼½ºQ¼½Ñ¸}º Í ¶�Â�¿�¸�º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½ºÐ¼½Ñ¥¸}ºØ¼½Â�¿§µJº$¶�µzÊ>]f¿§µ Ì ¸}º�ºÐÀ�Î�Â�Ñ�¸}ÆJµ×¿ÁÀ£¸ j
¾�¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼}ºªÏ�sf¼zÕxµ2Ã°µJÂ Ùº�¼}¶!¸�ÄÁÄ

j
¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º�À!¸}Â�¿ÁÀ�µh¿Áº9¶�Ö�¿ÁÀ¥Õx¸ Í Ïhá�o�º�Ç	¸}Â�¶�¿ÁÆJÎ�ÄÁ¸}Â Ù ÕxµhÆ2¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂ Ì ¼½Â�µhË½µJº�µJÂ�¸}Ä¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½º	À×¶�Ö	¸}º('�Î	À�¶ · ¸}Â Í Æ2µ/º°¶�Â�¿ÁÆàÀ�Î · Ê�¿¡Ã�¿ÁÀ�¿§¼½º	Àb¼½Ñ)�_TµJÄ Í ¿+*Ü¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼}º	ÀJÏ â [fÑÆ2¼½Î�Â�À�µ Ù ¶�Ö�µ>À�¶�Î�Ê Í ¼}Ñ£À�¿ Ì Ç�ÄÁ¿ÁÆ2¿Á¸}ÄxÊ�µzÆ2¼ Ì Ç,¼°À�¿¡¶�¿§¼½º�À\¼½Ñh¼½Â�¿§µJº$¶�µ/Ê Ì ¸}º�¿§Ñ�¼½ÄÁÊ�À\Ë½¼$µzÀ · ¸½Æ-,¸�¶uÄ§µz¸}À�¶u¶�¼¹ifÄ§µJÒ�¸}º	Ê�µ/Â Ý/.2ß á�ÕVÖ�¼ÐÇ�Â�¼zÃ°µ/À×¶�Ö	¸�¶\¿§º103254àÊ�¿ Ì µ/º�À�¿Á¼}º n

¶�Ö�µ · ¸}Â Í Æ2µJº$¶�Â�¿ÁÆÀ�Î · Ê�¿¡Ã�¿ÁÀ�¿§¼½ºÉ¼½Ñ�¸QË½¿¡Ã°µJºæÀ�¿ Ì Ç�Ä§¿ÁÆJ¿Á¸}Ä!Ê�µzÆ2¼ Ì Ç�¼°À�¿¡¶�¿§¼½ºæ¿§º�Ê�Î�ÆJµ/À^¸QÀ�¿ Ì Ç�Ä§¿ÁÆJ¿Á¸}Ä Ì ¸}Ç¹¶�¼Q¶�Ö�µ
n
¾�Ê�¿ Ì µJº	À�¿§¼½º	¸}Ä?À�Ç�Ö�µ/Â�µ Ù ÕV¿¡¶�ÖÚ¿¡¶�À×À�¶�¸}º�Ê�¸}Â�ÊæÀ�¿ Ì Ç�ÄÁ¿ÁÆ2¿Á¸}Ä�Ê�µ/Æ2¼ Ì Ç�¼½À�¿¡¶�¿§¼½ºÚ¿§º$¶�¼:¶*Õh¼ØÀ�¿ Ì ¾Ç�Ä§¿�Æ2µ/À�â'Ï�cÉ¼}Â�µ^Â�µ/ÆJµJº°¶�Ä Í Ù Æ2¼½º�À�¶�Â�Î	Æ'¶�¿Á¼}º	Àh¼½Ñ�¶�Ö�¿ÁÀT¶ Í Ç�µfÕhµJÂ�µ×Â�µ/Ê�¿�À�Æ2¼zÃ°µJÂ�µ/Ê · ÍQÌ ¸�º Í ¸}Î�¾¶�Ö�¼½Â�À�¿§ºQÆJ¼½º�º�µ/Æ'¶�¿§¼½ºàÕV¿¡¶�Ö>_Tµ/Ä Í ¿76 ÀZ¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì ¸}º�Ê>a^Â�¼�¶�Ö�µJº�Ê�¿§µ/Æ8,	6 À�)�Y×µ/À�À�¿§º	ÀTÊ�6 µJº�Ñ�¸}º$¶�À9*
Ç�Â�¼½Ë½Â�¸ Ì á Ý ã ß Ù Ý :�ß ¸}º	Êd¶�Ö�µ>Â�µJÑ�µJÂ�µJº	Æ2µ/À\¶�Ö�µ/Â�µJ¿§º�â�ÏÚi j

¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼½ºé¼½ÑV¸É]V¿§µ Ì ¸}º�º
À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ

R
¿§º	Ê�Î	Æ2µ/ÀV¸ÜË½Â�¸}Ç�Ö

GΓ
¼½º

R Ù ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÐ¿ÁÀ£¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê · Í Â�µ Ì ¼zÃ�¿§º�Ë<¸}Ä§Ä AI
¾T¸}º�Ê

BI
¾�µ/Ê�Ë½µ/ÀZÑ�Â�¼ Ì ¶�Ö�µfË½Â�¸�Ç�ÖQË½¿¡Ã°µJº · Í ¶�Ö�µ . ¾�À�,½µJÄ§µ2¶�¼½º>¼½Ñ�¶�Ö�µ j

¾�¶�Â�¿�¸�º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½ºdá�À�µJµ Ý;.$<zß ÙÑÛ¼½ÂÜµJÒ�¸ Ì Ç�ÄÁµ�â�Ï pxÖ�Î	À9ÕhµØ¼ · ¶�¸}¿§ºF¸ · ¿ '�µ/Æ'¶�¿§¼½º · µ2¶�ÕhµJµJºFÀ�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç	À9¼½Ñ PSL(2, Z)
¼½Ñ

È�º�¿¡¶�µV¿§º	Ê�µJÒØá Ì ¼�Ê�Î�Ä§¼9Æ2¼½º3'�Î�Ë½¸�¶�¿§¼½º�â�¸}º�ÊÜ¶�Â�¿§Ã}¸}Ä§µJº$¶TË½Â�¸}Ç�Ö	À GΓ
¼½º<¸b]V¿§µ Ì ¸}º�ºQÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ

R
ÕV¿¡¶�Öæ¸QÆJ¼}ÄÁ¼½Â�¿§º�Ë:¼}Ñ?¶�Ö�µ9µJº�Ê�ÀV¼½Ñ

GΓ
¿§º¹¶�Õh¼:Æ2¼½Ä§¼½Â�À^À�Î	Æ�Ö¹¶�Ö	¸�¶f¶�Ö�µ�Æ2¼ Ì Ç�Ä§µ Ì µJº$¶^¶�¼

GΓ
¿ÁÀf¸Øá)Ê�¿�À&'�¼½¿§º$¶2âhÎ�º�¿§¼½ºÐ¼}Ñxá�ÆJ¼½º°¶�Â�¸½Æ'¶�¿ · ÄÁµ�âhÆJµJÄ§ÄÁÀJÏpxÖ�µhÇ�ÄÁ¸}ºÜ¼½Ñ�¶�Ö�µhÇ�¸}Ç�µJÂ?¿ÁÀ?¸½À?ÑÛ¼½Ä§Ä§¼�ÕfÀJÏ�o�º<q�µ/Æ'¶�¿§¼½º < ÕhµxÂ�µ/ÆJ¸}Ä§Ä · ¸½À�¿ÁÆhÑ�¸½Æ2¶�À?¸ · ¼}Î�¶�¶�Ö�µÄ§¼�ÆJ¸}Ä,¸}º�Ê<Ë½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�À�¼½Ñ µJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿�ÆfÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º�ÀTÊ�Î�µ£¶�¼\t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸�Ï?o*ºØq�µ/Æ'¾¶�¿§¼½º9ãhÕhµ�À�¶�Î�Ê Í j

¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂªÆJÎ�Â�Ã°µ/À MΓ
¸}º�Ê×¶�Ö�µJ¿§ÂªÂ�µJÄ�¸�¶�¿§¼½º	À�Ö�¿ÁÇbÕV¿¡¶�Ö

j
¾�¶�Â�¿�¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º	ÀJÏ

o*º q�µ/Æ'¶�¿§¼½º ë ÕhµQË½¿¡Ã°µ:¸ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â�Æ2¼½º	À�¶�Â�Î	Æ'¶�¿§¼½ºå¼½ÑxµJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆØÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À\¼zÃ°µJÂ MΓ
ÕV¿¡¶�Ö

Ç�Â�µzÀ�Æ2Â�¿ · µ/Ê Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç	ÀJÏ>a^µJº�µJÂ�¸}Ä!µ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿�Æ<È · Â�¸�¶�¿§¼½º�Àb¼zÃ°µJÂ B
¸}Â�µà¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê¸½À\À�¿ Ì Ç�Ä§µ Ì ¼�Ê�¿§È	ÆJ¸�¶�¿§¼½º�À9¼½ÑxÇ�Î�Ä§Ä · ¸½Æ-,�À9¼½Ñh¶�Ö�µ/À�µ>µJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆ>È · Â�¸�¶�¿§¼½º	À\ÑÛÂ�¼ Ì MΓ

ÏÚ[fÎ�Â
Æ2¼½º�À�¶�Â�Î	Æ'¶�¿Á¼½ºæ¸}Ä§Ä§¼zÕfÀ×¸<Â�µJÄ�¸�¶�¿¡Ã°µJÄ Í ¶�Â�¸}º	À�Ç�¸}Â�µ/º°¶×Ê�µ/À�Æ2Â�¿ÁÇ�¶�¿§¼½ºæ¼½Ñ!¸QÂ�¸�¶�Ö�µJÂ×Æ2¼ Ì Ç�Ä§¿ÁÆ/¸�¶�µ/Ê
À�µ2¶h¼½Ñ�Ë½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç	ÀZ¼½Ñ�µJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆbÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À/Ï?pxÖ�¿ÁÀZ¶�Â�¸}º�À�Ñ�¼½Â Ì À�¶�Ö�µ^Ë½µJº�µJÂ�¸}ÄÂ�µ/À�Î�Ä¡¶�ÀV¼}Ñ�t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸�¶�Ö�µJ¼½Â Í ¶�¼à¸<Æ2¼½º�ÆJÂ�µ2¶�µ\Æ2¼ Ì Ç�Î�¶�¸�¶�¿Á¼½º�¸}Ä ¶�¼�¼}Ä�Ï
=?>	@BA	CD@BE$F&>G@�HJI Ó»µàÕVÂ�¿§¶�µ

Fn

Ñ�¼½Âu¶�Ö�µ<Ñ�Â�µJµQË½Â�¼½Î�Ç»¼½º
n
Ë½µJº�µJÂ�¸�¶�¼½Â�ÀJÏØpxÖ�Â�¼}Î�Ë½Ö�¼½Î�¶

¶�Ö�µbÇ�¸}Ç�µJÂxÕhµ×Õh¼½ÂK,>¼zÃ°µJÂ
C
Ï

LNM3O�@�>DPRQSCUT�VGWXCD@BEYHJI _T¼½Ë½¼ Ì ¼½ÄÁ¼zÃuÕ£¸}À�Ç	¸}Â�¶�¿Á¸}ÄÁÄ Í À�Î�Ç�Ç�¼½Â�¶�µzÊ · Í ¶�Ö�µhkuq$WxÏ�p�À�Æ�Ö�¿§º�,½µ/ÄÕx¸½ÀTÇ	¸�Â�¶�¿Á¸}Ä§Ä Í À�Î�Ç�Ç�¼½Â�¶�µ/Ê · Í ¶�Ö�µ×kuq�i9Ï°Ó»µ×¸}Â�µ^Ë½Â�¸�¶�µJÑÛÎ�Ä	¶�¼�Å�Ï�Ê�µ×Å½¼½º�ËÜ¸}º	Ê<]\Ï$gT¸J,$¿ÁÄÑÛ¼½Â£Ö�µJÄ§Ç�ÑÛÎ�Ä�Ê�¿�À�Æ2Î	À�À�¿§¼½º	ÀV¸}º	Ê>¶�¼Ü¶�Ö�µbÂ�µJÑ�µJÂ�µJµuÑÛ¼½Â Ì ¸}º Í Î	À�µJÑ�Î�Ä�À�Î�Ë½Ë½µ/À�¶�¿§¼½º�À/Ï
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o�ºÉ¶�Ö�¿�À×À�µzÆ'¶�¿Á¼}ºæÕxµ�Ë½¿¡Ã°µÜ¸ · Â�¿§µJÑTÀ�Î ÌàÌ ¸}Â Í ¼½Ñ�t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸�6 Àf¶�Ö�µJ¼½Â Í ¼½Ñ!µ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿�ÆÜÈ · Â�¸�¾¶�¿§¼½º	ÀJÏ<Ó»µ<Â�µJÑ�µJÂu¶�¼Ø¶�Ö�µ<Ç	¸}Ç,µJÂ�À · Í t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸ Ý �zß ¸}º	Êæ¶�¼ Ý <zß ¸}º�Ê Ý ��ß ÑÛ¼½ÂuÇ�Â�¼�¼½Ñ�Àu¸}º�ÊÊ�µ2¶�¸}¿§ÄÁÀJÏ
� I��GI�����C HYC E���� I eªµ2¶

f : E → B · µ9¸QÀ Ì ¼$¼}¶�Ö¹Â�µJÄÁ¸�¶�¿§Ã°µJÄ ÍÐÌ ¿§º�¿ Ì ¸}Ä�º�¼½º�¾�¿�À�¼}¶�Â�¿¡Ã�¿Á¸}ÄÅ°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºéµJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆ:È · Â�¸�¶�¿§¼½ºå¼zÃ°µJÂÜ¸æÀ Ì ¼�¼}¶�Ö Æ2Î�Â�Ã°µ B
¼½ÑVË}µ/º$Î	À

g(B)
ÏdpxÖ�¿ÁÀ Ì µ/¸}º	À

¶�Ö	¸�¶

• E
¿ÁÀV¸àÀ Ì ¼$¼}¶�Ö¹Æ2¼ Ì Ç�¸½Æ'¶fÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µu¸}º�Ê f

¿ÁÀ£Ö�¼}ÄÁ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿�Æ Ù
•
¶�Ö�µbË½µJº�µJÂ�¿�Æ×È · µJÂ£¼½Ñ f

¿ÁÀf¸ÜÀ Ì ¼�¼}¶�Ö¹ÆJÎ�Â�Ã°µb¼½Ñ�Ë½µJº$Î	À . á�µJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆuÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º�â Ù
•
¶�Ö�µÜÈ · µJÂ�À×¼½Ñ E

Ê�¼Øº�¼}¶uÆJ¼½º°¶�¸}¿§ºdÀ Ì ¼�¼�¶�ÖdÂ�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä!ÆJÎ�Â�Ã°µ/À×¼½ÑTÀ�µJÄ§ÑÛ¾*¿§º°¶�µJÂ�À�µzÆ'¶�¿Á¼½º −1á�Â�µJÄÁ¸�¶�¿¡Ã°µ Ì ¿§º�¿ Ì ¸}Ä§¿¡¶ Í â Ù
•
ÕhµbÖ	¸/Ã°µu¸ÜË½Ä§¼ · ¸}Ä��/µJÂ�¼<À�µ/Æ'¶�¿§¼½º e : B → E

á)Å°¸½Æ2¼ · ¿�¸}ºÐµJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆuÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º�â Ù
•
¶�Ö�µ

j
¾�Ñ�Î�º	Æ'¶�¿§¼½ºÉÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÉ¶�¼>µ/¸½Æ�ÖæÀ Ì ¼�¼}¶�ÖæÈ · µJÂ Eb ⊂ E

¸½À�À�¿§Ë½º	À^¿¡¶�À
j
¾�¿Áº°Ã}¸}Â�¿�¸}º°¶×¿ÁÀ×¸

º�¼½º�¾�Æ2¼½º�À�¶�¸}º$¶£Â�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä Ñ�Î�º	Æ'¶�¿§¼½ºØ¼½º
B
á�º�¼½º�¾*¿ÁÀ�¼}¶�Â�¿§Ã�¿�¸�Ä�â�Ï

� I � I � >�� >	QS>GV"!5I Y×µJº�¼}¶�µ · Í Bs = {b1, . . . , bk} ⊂ B
¶�Ö�µÐÀ�µ2¶Q¼½Ñ^Ç,¼½¿Áº°¶�À<Æ2¼½Â�Â�µ2¾

À�Ç,¼½º	Ê�¿§º�ËÉ¶�¼dÀ�¿Áº�Ë½Î�ÄÁ¸}ÂÜÈ · µJÂ�À9¼½Ñ E Ù ¿¡¶à¿ÁÀà¸}Ä¡Õx¸ Í À�º�¼½º�¾*µ Ì Ç�¶ Í Ïdeªµ2¶ B0 = B\Bs · µ¶�Ö�µ\¼}Ç�µJºÉÀ�Î · À�µ2¶f¼½Ñ B
ÕVÖ�µJÂ�µ9¸}Ä§Ä¥È · µJÂ�Àf¸}Â�µ9À Ì ¼�¼}¶�ÖÉ¸}º	Ê f0 : E

0 → B0 ¶�Ö�µ\Â�µ/À�¶�Â�¿ÁÆ'¾¶�¿§¼½ºd¼½Ñ
f
Ï9p¥¼½Ç,¼½Ä§¼½Ë½¿ÁÆJ¸}Ä§Ä Í Ù f0 ¿ÁÀb¸ØÀ Ì ¼�¼}¶�ÖÚ¼½Â�¿ÁµJº$¶�µ/ÊÚÈ · Â�¸�¶�¿Á¼½ºÉÕV¿¡¶�ÖÚÈ · µJÂ�À S

1 × S
1 ÙÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÉ¿ÁÀ^µ ç Î�¿§Ç�Ç,µzÊØÕV¿¡¶�Öæ¸>À�µ/Æ'¶�¿§¼½ºªÏfpxÖ�µ9µ ç Î�¿¡Ã}¸}Ä§µ/º�Æ2µ�ÆJÄÁ¸½À�Àf¼½Ñ

E
0 Î�º�Ê�µJÂfË½Ä§¼ · ¸}Ä�Ê�¿§ÑÛ¾ÑÛµJ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ÀT¿§º	Ê�Î	Æ2¿§º�Ë�À Ì ¼$¼}¶�Ö>¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì Àh¼½ºQµ/¸½Æ�ÖQÈ · µJÂT¿ÁÀxÊ�µ2¶�µJÂ Ì ¿§º�µ/Ê · Í ¶�Ö�µ¶�¼½Ç,¼½ÄÁ¼}Ë Í ¼½Ñ B0 ¸}º�Ê · Í ¶�Ö�µ9Ö�¼ Ì ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì á�Â�µJÇ�Â�µzÀ�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º,â£¼½Ñ�¶�Ö�µ9Ñ�Î�º�Ê�¸ Ì µ/º°¶�¸}Ä

Ë½Â�¼½Î�Ç
π1(B

0)
¿§º$¶�¼Ø¶�Ö�µàË½Â�¼½Î�Çd¼½ÑTÖ�¼ Ì ¼}¶�¼½Ç Í Æ2Ä�¸½À�À�µ/Àu¼½ÑT¼½Â�¿§µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º�¾�Ç�Â�µ/À�µJÂ�Ã�¿§º�Ë¹¸}Î�¾

¶�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì Àu¼½ÑZ¶�Ö�µÜ¶�¼½Â�Î	À
S

1 × S
1 á�ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö»¿ÁÀuµ ç Î	¸�Ä!¶�¼ SL(2, Z)

â�Ï>pxÖ$Î	À×Õhµ<Ö�¸/Ã°µ
¸¹Ö�¼ Ì ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ρc

E
: π1(B

0) → SL(2, Z)
ÏÚpxÖ�¿�À9Ö�¼ Ì ¼ Ì ¼}Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì Ù Õhµ/Ä§ÄxÊ�µJÈ�º�µ/ÊÌ ¼�Ê�Î�Ä§¼:Æ2¼½ºJ'�Î�Ë°¸�¶�¿§¼½ºæ¿§º SL(2, Z) Ù ¿ÁÀ×ÆJ¸}Ä§Ä§µzÊ · Í t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸à¶�Ö�µ�#%$'&($*)+$-,*.0/80*)1.&2"2J0'3�. 032�4¼½Ñª¶�Ö�µbµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ\È · Â�¸�¶�¿Á¼½º E

Ï
k^¼zÕéÕhµ£Æ2¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂ�¶�Ö�µxÄ§¼�ÆJ¸}Ä�À�¿¡¶�Î�¸�¶�¿§¼½º15�¸½ÆJÆJ¼½Â�Ê�¿§º�Ë^¶�¼×t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸ Ù ¶�Ö�µxÂ�µzÀ�¶�Â�¿�Æ'¶�¿Á¼}ºà¼½Ñ f¶�¼Ü¸�À Ì ¸}Ä§Ä�Ç�Î�º	Æ'¶�Î�Â�µzÊQ¸}º	¸}Ä Í ¶�¿ÁÆ^º�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�Ê ∆∗

b

¼½Ñª¸9Ç�¼½¿§º$¶
b ∈ B

á)Ê�¿ÁÀ�Æ
∆b

Ì ¿§º�Î	À
¶�Ö�µQÇ�¼½¿§º$¶

b
âbÑ�¼½Â9µJÃ°µJÂ Í Ç�¼½¿§º$¶ b ∈ Bs

¿ÁÀ�¸}ÄÁÀ�¼É¶�¼½Ç,¼½Ä§¼½Ë½¿ÁÆJ¸}Ä§Ä Í º�¼½º�¾)¶�Â�¿¡Ã�¿Á¸}Ä)ÏæpxÖ�Î�À\Õhµ
Ö�¸/Ã°µ\¸àÖ�¼ Ì ¼ Ì ¼}Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ρc

b : Z → SL(2, Z)
á�ÕVÖ�µ/Â�µ

Z
¿ÁÀ£¶�Ö�µuÑ�Î�º	Ê�¸ Ì µJº$¶�¸�Ä�Ë½Â�¼½Î�ÇÐ¼}Ñ

¶�Ö�µ×Ç�Î�º	Æ'¶�Î�Â�µzÊ>Ê�¿ÁÀ�Æ^ÕV¿§¶�ÖØ¶�Ö�µbÀ�¶�¸}º�Ê�¸}Â�Ê>Ë½µJº�µJÂ�¸�¶�¼½Â
tb
â�Ï�ifË°¸}¿§º Ù ¶�Ö�¿ÁÀxÖ�¼ Ì ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì¿ÁÀ£Ê�µJÈ�º�µzÊ Ì ¼�Ê�Î�Ä§¼<Æ2¼½º3'�Î�Ë°¸�¶�¿§¼½º�Ï

Ó»µdÆ/¸�º µJÄ§¿ Ì ¿§º	¸�¶�µd¶�Ö�µd¸ Ì · ¿§Ë½Î�¿¡¶ Í ¿§ºH¶�Ö�µdÊ�µ/È�º�¿¡¶�¿§¼½º�ÀÐ¸ · ¼zÃ°µ · Í ¶�Ö�µÚÑ�¼½Ä§Ä§¼zÕV¿§º�ËÇ�Â�¼�Æ2µ/Ê�Î�Â�µ65ªÆ�Ö�¼�¼°À�µx¸×Ç,¼½¿§º$¶
b0 ∈ B0 ¸}º�ÊÜ¸×À�µ2¶!¼½Ñ	º�¼}º�¾*¿§º°¶�µJÂ�À�µzÆ'¶�¿Áº�ËbÇ�¸�¶�Ö�À?ÆJ¼½º�º�µ/Æ'¶�¿§º�Ë

b0
¶�¼�¶�Ö�µuÀ�¿§º�Ë}Î�ÄÁ¸}Â£Ç,¼½¿§º$¶�À

bs ∈ Bs
Ï�pxÖ�¿ÁÀxÀ�µ2¶V¸½Ê Ì ¿§¶�À£¸�º�¸�¶�Î�Â�¸�Ä�Æ Í Æ2Ä§¿�Æ×¼½Â�Ê�µJÂ£Ê�µ/È�º�µ/Ê

· Í ¶�Ö�µbÂ�µJÄ�¸�¶�¿¡Ã°µ\Ç,¼°À�¿§¶�¿§¼½ºÐ¼½Ñ¥¶�Ö�µ/À�µuÇ�¸�¶�Ö�Àx¿Áº¹¸àÀ Ì ¸}Ä§Ä�º�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼$¼�Ê:¼½Ñ b0
Ï

i À Ì ¸}Ä§Ä�º�µ/¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�ÊÉ¼½Ñ�¶�Ö�¿ÁÀbÀ�µ2¶u¿�Àb¸ØÊ�¿ÁÀ�Æ�¿§º	À�¿ÁÊ�µ B
á�ÕV¿¡¶�Öd¼½Â�¿ÁµJº$¶�¸�¶�¿§¼½º,â'Ï9k^¼zÕ

ÕhµuÆJ¸}º¹Æ�Ö�¼�¼°À�µuÀ Ì ¸}Ä§Äª¼}Â�¿§µJº$¶�µzÊ:Ä§¼�¼½Ç�ÀV¸}Â�¼½Î�º	Ê:µ/¸½Æ�Ö¹À�¿§º�Ë}Î�ÄÁ¸}ÂVÇ�¼½¿§º$¶ bs

á�W?¿§Ë½Î�Â�µ . â�Ï
o�Ñ^Õxµ¹È�Ò Ë½µJº�µJÂ�¸�¶�¼½Â�À<¼½Ñ

π1(S
1 × S

1)
Ñ�¼½Âà¶�Ö�µÉÈ · µJÂQ¼zÃ°µJÂ b0

¶�Ö�µJºFÕhµ¹¼ · ¶�¸}¿§º ¸À Í À�¶�µ Ì ¼½Ñ879)+7:&(7�2�4<;
Tb ∈ SL(2, Z)

¿§º ¶�Ö�µÔÆJ¼½º3'�Î�Ë°¸½Æ Í ÆJÄÁ¸½À�À¹¼½Ñ
tb
¸½ÀØÕhµJÄÁÄ9¸½À¹¸
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Â�µJÇ�Â�µ/À�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º

ρE : π1(B
0) → SL(2, Z)

Ï Ó»µÉÆ/¸}Ä§Ä£¶�Ö�µ¹µJÄ§µ Ì µJº$¶�À Tb

Ä§¼�Æ/¸}Ä Ì ¼½º�¾
¼�Ê�Â�¼ Ì ¿§µ/À Ù ¶�Ö�µàÂ�µJÇ�Â�µ/À�µ/º°¶�¸�¶�¿Á¼½º ρE

¶�Ö�µàË½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Â�µJÇ�Â�µ/À�µ/º°¶�¸�¶�¿§¼½ºÔ¸}º	ÊÉ¶�Ö�µË½Â�¼½Î�Ç
Γ̃ = ρE(π1(B

0)) ⊂ SL(2, Z)
¶�Ö�µØË½ÄÁ¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�Ï pxÖ�µØË½Ä§¼ · ¸}ÄÌ ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Â�µJÇ�Â�µ/À�µ/º°¶�¸�¶�¿Á¼}º¹Ê�µ/Ç,µJº	Ê�Àx¼½º�Ä Í ¼½º:¶�Ö�µ · ¸½À�¿ÁÀx¼½Ñ π1(S

1 × S
1)
¸�¶

b0
Ï�pxÖ�µ

Ä§¼�ÆJ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í µJÄ§µ Ì µ/º°¶�À×Ê�µ/Ç,µJº	Ê¹¼}ºÉ¶�Ö�µ�Æ�Ö�¼½¿ÁÆJµ9¼½Ñ?¶�Ö�µÜÀ Í À�¶�µ Ì ¼½Ñ!Ç	¸�¶�Ö	ÀJÏfe¥µ2¶
Γ

· µ×¶�Ö�µu¿ Ì ¸}Ë½µb¼½Ñ Γ̃
¿Áº

PSL(2, Z) = SL(2, Z)/Z/2
Ï

pxÖ�µJÂ�µb¿ÁÀV¸}ºØ¿ Ì Ç�¼½Â�¶�¸}º$¶VÂ�µJÄÁ¸�¶�¿§¼½º · µ2¶�ÕhµJµJº¹Ä§¼�Æ/¸}Ä�¸}º	Ê:Ë½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ï
������������������� 794

E → P
1  7 032�7:)<) . ! 4�.0/#"  3-0*4�.�$32?Ï%$1#%7�2 4 #%7&! 3-$('�)"/94

P (E) :=
∏

b∈Bs

Tb ∈ SL(2, Z)

á 4 0+*67�2 . 2�/�4�/9) .0/ $'3,'�7:3½â . ; 7.-/)50*)140$(4<#%7 .0'�7�2�4�.�4S4,Ï
1&24353764� pxÖ�µ»Ç�Â�¼�Ê�Î�Æ'¶

P (E)
Ë½¿¡Ã°µ/ÀÐ¶�Ö�µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¶�Â�¸}º	À�ÑÛ¼½Â Ì ¸�¶�¿§¼½º ¸}Ä§¼½º�Ë ¶�Ö�µ

· ¼½Î�º	Ê�¸�Â Í ¼½ÑV¶�Ö�µ¹Ê�¿ÁÀ�Æ ∆
ÏF[^Î�ÂÜÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º ¿�À<À Ì ¼�¼}¶�Ö ¼½ºé¶�Ö�µØÆJ¼ Ì Ç�Ä§µ Ì µJº$¶ B \ ∆

Ï
pxÖ�µJÂ�µJÑÛ¼½Â�µ Ù ¿¡¶£¿ÁÀ£¸�¶�¼½Ç,¼½ÄÁ¼}Ë½¿�ÆJ¸}Ä§Ä Í ¶�Â�¿§Ã�¿Á¸}Ä�È · Â�¸�¶�¿§¼½º:¼zÃ°µJÂV¸�Ê�¿ÁÀ�Æ×¿Áº>¶�Ö�µbÆJ¸½À�µb¼½Ñ B = P

1

¼½Â<¸»À Ì ¼�¼}¶�Ö
S

1 × S
1 È · Â�¸�¶�¿Á¼½º ¼zÃ°µJÂÜ¶�Ö�µÐ]V¿§µ Ì ¸}º�º�¿Á¸}º À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ B

¼½Ñ^Ë½µJº�Î	À
g(B)Ì ¿Áº$Î	À£¸<Ê�¿�À�Æ}Ï!k^¼zÕ ¶�Ö�µbÂ�µJÄÁ¸�¶�¿Á¼½º�À£Ñ�¼½Ä§Ä§¼zÕ Ñ�Â�¼ Ì À�¿ Ì ¿§ÄÁ¸}ÂfÂ�µJÄÁ¸�¶�¿§¼½º�À£¿Áº π1(B \ ∆)
Ï

�

89�����724:;���<���Qq$¿ Ì ¿ÁÄÁ¸}Â�Ä Í Ù ¿§Ñ!¶�Ö�µ�Ë½µJº$Î	À g(B) ≥ 1
¶�Ö�µJº

P (E)
¿ÁÀ×¸QÇ�Â�¼�Ê�Î�Æ2¶f¼½Ñ

g(B)Æ2¼ ÌÜÌ Î�¶�¸�¶�¼½Â�ÀJÏ
� I>=�I ���"C

j ?,@ ��@"M E$F&>	@ I
�������������BA4�C� 794

j  7 03254R2 $32 / $32%;:4 032�4 3K064<.0$32B0*) & 0.! B → P
1 Ï%$1#%7�2 4<#%7:3-7�7.D'. ;:4<;

0E)D2".F-/)"7 ;.)  ,*3 $�)+! $HG�"�2".�4 7 . 2�'�7.D Γ ⊂ PSL(2, Z)
;�)�/ # 4<#�0*4

j
'�7 / $'&�!"$ ; 7�;?0 ;

j : B → H/Γ → H/PSL(2, Z) = P
1

áJI #"7�3-7
H
. ;	4<#%7 / $'&�! )+794 7.'K)+!L!"7:3 #�0*) G.M<! )/032�7�â�I .�4<# 4<#%7�G9$*) ) $�I .&2 ,N! 3-$.!"7:3:4S4 5OG9$'3 7:2*7:3 4

Γ′ ⊂ PSL(2, Z)
I .�4<# 4<#%7�; 0'&�7P'�7 / $'&�!"$ ;�.<4�.0$32 0 ; 0  $'2*7 4 #"7�3-787.D'. ;:4<; 0J2 79) 7:&�7�2�4

g ∈ PSL(2, Z)
;�)"/�# 4<#�0*4

gΓg−1 ⊂ Γ′
Ï

Q 3-$�$HG/R W?¿§Â�À�¶>¼}Ñu¸}Ä§Ä Ù Γ′ = PSL(2, Z)
Ë½¿¡Ã°µ/À<¶�Ö�µÉÂ�µ ç Î�¿ÁÂ�µ/ÊFÊ�µzÆ2¼ Ì Ç,¼°À�¿¡¶�¿§¼½º�Ï k^µ2Ò�¶ ÙÇ�¿ÁÆ8,9¶�Õh¼9À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç	À Γ,Γ′ ⊂ PSL(2, Z)
À�Î	Æ�Öà¶�Ö�¸�¶Z¶�Ö�µ

j
¾ Ì ¸}ÇQÊ�µzÆ2¼ Ì Ç�¼°À�µ/ÀZ¸}ÀZ¸ · ¼zÃ°µ½ÏrT¼½º�À�¿ÁÊ�µJÂx¶�Ö�µ Ì ¸}Ç

B → H/Γ × H/Γ′ → H/PSL(2, Z) × H/PSL(2, Z).
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pxÖ�µJºØ¶�Ö�µb¿ Ì ¸}Ë½µu¼½Ñ B

Ä§¿§µ/ÀV¿§ºØ¶�Ö�µ\Ê�¿Á¸}Ë½¼½º	¸�Ä

H/PSL(2, Z) → H/PSL(2, Z) × H/PSL(2, Z).
pxÖ�µbÇ�Â�µJ¿ Ì ¸}Ë½µu¼}Ñ¥¶�Ö�µ\Ê�¿�¸�Ë½¼½º	¸}Ä ¿§º

H/Γ × H/Γ′
Ê�µ/Æ2¼ Ì Ç,¼°À�µ/À£¿§º$¶�¼Ü¶�Ö�µbÎ�º�¿§¼½º

∪g∈PSL(2,Z)H/gΓg−1 ∩ Γ′.
q$¿§º	Æ2µ

B
¿ÁÀb¿§Â�Â�µ/Ê�Î�ÆJ¿ · ÄÁµ Ù ¿¡¶\Ê�¼ Ì ¿§º	¸�¶�µzÀ×µ2Ò�¸½Æ'¶�Ä Í ¼½º�µ�¼½ÑTÀ�Î�Æ�ÖdÆ2Î�Â�Ã½µzÀJÏ\o�ÑZÑÛ¼½Âu¸}Ä§Ä g

¶�Ö�µ
Ë½Â�¼½Î�Ç

gΓg−1∩Γ′ 6= Γ
¶�Ö�µ/º

Γ
¿ÁÀ�º�¼}¶ Ì ¿§º�¿ Ì ¸}Ä)Ï!W?¿§º	¸}Ä§Ä Í Ù ¶�Ö�µx¿§º	Ê�µ2Ò�¼½Ñ Γ ¿§º PSL(2, Z)¿ÁÀ · ¼½Î�º	Ê�µzÊ>Ñ�Â�¼ Ì ¸ · ¼zÃ°µ · Í ¶�Ö�µ\Ê�µJË½Â�µJµb¼½Ñ j

Ï
pxÖ�µ<µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆQÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º E → B

Ê�µJÈ�º�µ/Àu¸¹Â�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä�Ñ�Î�º	Æ'¶�¿§¼½º»¼½º
B
5u¶�Ö�µ

j
¾*ÑÛÎ�º�Æ2¶�¿§¼½ºªÏ

pxÖ�µJÂ�µÐ¿ÁÀQ¸ÚÂ�µJÄÁ¸�¶�¿Á¼½º�À�Ö�¿§Ç · µ2¶�ÕhµJµJº ¶�Ö�µ j
¾*ÑÛÎ�º	Æ'¶�¿Á¼}º ¸}º�Ê Ä§¼�ÆJ¸}Ä9á�Â�µzÀ�Ç�Ï Ë½Ä§¼ · ¸}ÄÛâ Ì ¼½º�¾¼�Ê�Â�¼ Ì ¿§µ/ÀJÏ _ Í e¥µ ÌàÌ ¸ < Ï ãé¸ · ¼zÃ°µ Ù j
Ê�µ2¶�µJÂ Ì ¿§º�µ/À>¶�Ö�µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¿Áº°Ã}¸}Â�¿�¸�º$¶ ρc

Eá Ì ¼�Ê�Î�Ä§¼<ÆJ¼}ºJ'�Î�Ë°¸�¶�¿§¼½º:¿Áº PSL(2, Z)
â'Ï

k^¼zÕ Æ2¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂb¶�Ö�µ<Ä§¼�ÆJ¸}ÄZÀ�¿§¶�Î	¸�¶�¿§¼½º 5u¶�Ö�µ<Â�µ/À�¶�Â�¿ÁÆ'¶�¿§¼½ºÔ¼½Ñ
j
¶�¼Ø¶�Ö�µQÊ�¿ÁÀ�Æ

∆b

¿ÁÀ\¸}º	¸�¾
Ä Í ¶�¿ÁÆ/¸�ÄÁÄ Í µ ç Î�¿¡Ã}¸}Ä§µJº$¶V¶�¼ j(b) + zk

¿§Ñ
j(b)

¿ÁÀ£È�º�¿¡¶�µ\¼½Â
z−k

¿§Ñ
j(b)

¿�À£¿Áº�È�º�¿¡¶�µ>á
k ∈ N

â'Ï
sfµ/Â�µ

z
¿ÁÀ£¸�ÄÁ¼�Æ/¸�Ä�Ç�¸}Â�¸ Ì µ2¶�µJÂ/Ï�pxÖ�µ/Â�µb¸}Â�µbÆJµJÂ�¶�¸}¿ÁºØÆJ¼ Ì Ç	¸�¶�¿ · ¿§Ä§¿§¶ Í Æ2¼½º�Ê�¿¡¶�¿§¼½º�À · µ2¶�Õhµ/µJº¶�Ö�µÜÄÁ¼�Æ/¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ρb

¸}º�Ê
k
ÏÜt^¼�Ê�¸}¿ÁÂ�¸ØÆ2Ä�¸}À�À�¿§È�µzÀu¸}ÄÁÄ!Ç	¸}¿§Â�À

(ρb, k)
ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö»¼�ÆJÆ2Î�Â

á�À�µ/µ Ý <zß â'Ï<pxÖ�µÜ¶ Í Ç,µ/Àu¸}Â�µàÄÁ¸ · µJÄ§µ/Ê · Í In Ù o�o Ù o�o�o Ù o�g Ù ¸}º	Ê I∗n Ù II∗ Ù III∗ Ù IV∗
â'Ï<pxÖ�µ

Ä§¼�ÆJ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ρb

¸}Â�¼½Î�º	Ê�È · µ/Â�À?¼½Ñ	¶ Í Ç�µ In
¿ÁÀ!Î�º�¿ÁÇ,¼}¶�µ/º°¶zÏ?pxÖ�µ£Ä§¼�ÆJ¸}Ä Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í

¸}Â�¼½Î�º	Êb¶�Ö�µTÈ · µJÂ�À¥¼½Ñ�¶ Í Ç,µho�o Ù o�o�oª¸}º	Ê\o�gF¿ÁÀ?È�º�¿¡¶�µ½Ï¥W	¼½Â ∗ ¾*È · µJÂ�Àª¶�Ö�µTÄ§¼�ÆJ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í¿ÁÀ Ì Î�Ä¡¶�¿§Ç�ÄÁ¿§µ/Ê · Í −1
á
I0
¿ÁÀ£º�¼½º�À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â Ù ÕV¿¡¶�ÖØ¶�Â�¿¡Ã�¿Á¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í â'Ï

��� � 3 24� � �����7� $�#%7�!50'.<3
(ρb, k)

G 3 $'&�� $(' 0'. 3-0�� ; ) . ;:4 '�70"�2 7�; 0 )D2".F-/)"7^á .&2 4<#%7 032B0 M
) 4*4�.0/ /80*4 70, $'3 4�â 3-79) 0*4<.<2*79) 4 & . 2�. & 0*)
	�0�/ $  .7032�"  3-0*4<.0$32 $'2*7:3 ∆b

Ï�� 254�4�I $	�0�/ $  .7032
79) ) . ! 4�.0/9"  3-0*4�.�$J2%;8$'2*7:3 032 032B0*)+4*4�.�/ ''. ; /

∆b

I .�4<# 4<#%7 ; 0'&(7
(ρb, k)

0'3-79"  7:3�I . ; 7
 . 3-0*4�.0$32B0*) )+4 . ; $'&�$'3 !�# .0/}Ï
��� � 3 24� � ���������$'3 03254 2 $32�/-$32";�4 032�4 &R0.!

j : P
1 → P

1 4<#%7�3-7 7.D'. ;�4<;(032 79) ) . ! 4<.0/
"  3-0*4<.0$32

E → P
1 I .�4 #

j
M0& 0.!

j
Ï

� G
E
032�'

E′
0'3-7�79)<) . ! 4�.�/�"  3-0*4�.�$32%;�$'2*7:3

P
1 ;�)"/�#�4 #�0*4 j = j′

4<#%7�2 4<#%7:3-7 7.D'. ;:4<;
0�G.)D2 /94�.0$32

χ : P
1 → Z/2 = ±1

$HG "�2".�4 7 ;�)(!L!"$'3:4 ;�)�/ # 4<#�0*4 ∏
b∈P1 χ(b) = 1

032�'
ρb = χ(b)ρ′

b

G9$'3(0*)<)
b ∈ P

1 á #%7:3-7
ρb Ù 3 7�; !?Ï ρ′b

0'3-7(4<#%7�)+$�/80*) &($32 $(''3-$'& .�7�;&G9$'3
j Ù3 7�; !?Ï

j′
â�Ï��	$32"2*7:3-; 79)+4 Ù G9$'3�7:2*7:3 4 ;�)�/ #�G.)D2 /94�.0$32 χ

4<#%7:3-7�7.D'. ;:4 ; 032 79) ) . ! 4�.0/N"  3-0*4�.0$32
E′
;�)"/�# 4<#�0*4

ρb = χ(b)ρ′

b

áBG:$'3 0*)<)
b ∈ P

1 â?032�' j′ = j
Ï

89�����724: �����4�fpxÖ�µb¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì À�¸ Í Àx¶�Ö	¸�¶V¿§Ñ ρc
E′ = ρc

E′

¶�Ö�µJº

ρE = χ · ρE′ .
o*ºÐË½µJº�µJÂ�¸}Ä Ù ¶�Ö�µ/Â�µu¸}Â�µuµ2Ò�¸½Æ'¶�Ä Í 2g(B)+k−1 Ê�¿��	µ/Â�µJº$¶VÄ§¿ÁÑ�¶�¿§º�Ë½Àf¼½Ñ¥¶�Ö�µuÀ�¶�¸}º	Ê�¸}Â�ÊØË}µ/º�µJÂ�¸�¾¶�¼½Â�À£¼½Ñ

π1(B
0)
¶�¼

SL(2, Z) Ù á)À�µJµuÇ	¸�Â�¶9á�¸$âT¼½Ñ�pxÖ�µJ¼½Â�µ Ì . . Ï . ÇªÏ . ��� ¿§º Ý <zß â�Ï
Ó»µÜ¸}Â�µà¿§º$¶�µJÂ�µzÀ�¶�µzÊæ¿§º»Æ2ÄÁ¸½À�À�¿ÁÑ Í ¿§º�ËÐË½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì ¿§µ/À×¿§º»À�¼ Ì µÜÂ�µ/À�¶�Â�¿ÁÆ'¶�µ/ÊdÆJÄÁ¸½À�À×¼½ÑÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À Ù ÑÛ¼½Â×µ2Ò�¸ Ì Ç�ÄÁµÜÂ�¸�¶�¿Á¼½º�¸}Ä!µJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆà¼½Â×µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆàtuãØÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À/Ï\W	¼½Â×µz¸}Æ�ÖÚ¼½Ñ�¶�Ö�µ/À�µÆ2ÄÁ¸½À�À�µ/À9¶�Ö�µ:Ê�µ/Ë}Â�µJµQ¼½Ñ

j
¿ÁÀ · ¼½Î�º	Ê�µzÊ ÏÉpxÖ�¿ÁÀ9¿ Ì Ç�ÄÁ¿§µ/Àà¸ · ¼½Î�º�ÊÔ¼½º»¶�Ö�µ>¿Áº�Ê�µ2Ò»¼½Ñx¶�Ö�µË½Ä§¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç Γ̃

¿§º
SL(2, Z)

ÏT[fº�Ä Í ¸ÜÈ�º�¿¡¶�µuº$Î Ì · µJÂ£¼½Ñ�Ç�¼°À�À�¿ · Ä§µbË½ÄÁ¼ · ¸}Ä
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Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç	À Γ̃
¸}º�Êà¼½º�Ä Í Ñ�µ2ÕFÖ�¼ Ì ¼½Ä§¼½Ë½¿ÁÆJ¸}Ä�¿§º$Ã}¸}Â�¿Á¸}º$¶�ÀZÆ/¸}ºà¼�ÆJÆ2Î�Â�¿§Ñ,Õhµ£È�Ò�¶�Ö�µ

¿ Ì ¸�Ë½µV¼½Ñ Γ̃ ¿§º PSL(2, Z)
Ï?XZÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿�ÆVÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À?ÕV¿¡¶�ÖÜ¶�Ö�µfÀ�¸ Ì µ j

¾*¿§º$Ã}¸}Â�¿Á¸}º$¶ · Î�¶ZÊ�¿��,µJÂ�µ/º°¶Ö�¼ Ì ¼½Ä§¼½Ë½¿ÁÆJ¸}ÄZ¿§º$Ã}¸}Â�¿Á¸}º$¶�À9¸}Â�µ<À�Æ/¸�¶�¶�µ/Â�µ/Êd¶�Ö�Â�¼½Î�Ë}ÖÔÊ�¿��,µJÂ�µJº$¶\¶�¼½Ç�¼½Ä§¼½Ë½¿ÁÆJ¸}ÄZÆJÄÁ¸½À�À�µ/ÀJÏ¹[fÎ�Â
Ç,¼½¿§º$¶Ø¼}Ñ9Ê�µJÇ	¸�Â�¶�Î�Â�µÉÕx¸½ÀQ¶�Ö�¸�¶Øt^¼�Ê�¸}¿§Â�¸�6 ÀQ¶�Ö�µJ¼½Â Í Ê�¼�µ/À:º�¼}¶ØÇ�Â�¼�Ã�¿ÁÊ�µÚ¸éÀ�Î��àÆJ¿§µJº$¶�Ä Í
À�¿ Ì Ç�Ä§µÜÆ2¼ Ì · ¿§º�¸�¶�¼½Â�¿Á¸}Ä�ÆJ¼½º°¶�Â�¼½Ä¥¼zÃ°µJÂV¶�Ö�µ\¶�¼½Ç,¼½ÄÁ¼}Ë Í ¼½Ñ?¶�Ö�µ\Â�µzÀ�Î�Ä§¶�¿§º�Ë:À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/ÀJÏVo*º¹¶�Ö�µÑÛ¼½Ä§ÄÁ¼zÕV¿§º�ËfÀ�µ/Æ'¶�¿§¼½º	À Õhµ�Ë½¿¡Ã°µZÀ�¼ Ì µ!¶�µ/Æ�Ö�º�¿ÁÆJ¸}Ä°¿ Ì Ç�Â�¼zÃ°µ Ì µ/º°¶�À�¼½Ñ$t^¼�Ê�¸}¿§Â�¸�6 À�¶�Ö�µJ¼½Â Í ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö
Ä§µ/¸½Ê:¶�¼<¸}ºÐµ �,µ/Æ'¶�¿¡Ã°µ9¸�ÄÁË½¼}Â�¿¡¶�Ö Ì Ï

�!©
j ��� ¯?±h² ��
 ®	�Ð²Z®�
���

e¥µ2¶
E → B · µx¸}º9µJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆxÈ · Â�¸�¶�¿Á¼}ºÜ¸½À�¸ · ¼zÃ°µ½Ï�_ Í eªµ ÌÜÌ ¸ < Ï ã j

¾ Ì ¸}ÇÜÊ�µ/ÆJ¼ Ì Ç�¼°À�µ/À
¸½À^¸QÇ�Â�¼�Ê�Î	Æ'¶

j = jΓ ◦ jE

ÕVÖ�µJÂ�µ
jE : B → H/Γ

¿ÁÀ×¸Qº�¸�¶�Î�Â�¸}Ä¥Ä§¿ÁÑ�¶�¿§º�Ë:¼½Ñ
j
¼½º°¶�¼Q¶�Ö�µ

Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂVÆJÎ�Â�Ã°µ MΓ = H/Γ
Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë�¶�¼

Γ
¸}º�Ê

jΓ : H/Γ → H/PSL(2, Z) = P
1.

á�ã� . â
pxÖ�µ�¸ · ¼zÃ°µ�Ê�µ/Æ2¼ Ì Ç,¼°À�¿§¶�¿§¼½ºdÀ�Ö�¼zÕfÀf¶�Ö	¸�¶ deg(j) = deg(jE) · deg(jΓ)

Ï^o*ºæÇ	¸}Â�¶�¿�Æ2Î�Ä�¸�Â ÙÑÛ¼½Âx¸}º Í º�¼½º�¾*¿ÁÀ�¼}¶�Â�¿¡Ã�¿Á¸}Ä�µ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆuÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µf¶�Ö�µ^Ë½Â�¼½Î�Ç Γ
¿ÁÀx¸�À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç>¼}ÑªÈ�º�¿§¶�µ×¿§º	Ê�µJÒQ¿§º

PSL(2, Z)
Ï

��� 6�����������3�� A4�����\Ó»µ�ÆJ¸}Ä§Äª¶�Ö�µ\Ç	¸}¿§Â
(MΓ, jΓ)

¶�Ö�µ
j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â^Æ2Î�Â�Ã°µ9Æ2¼½Â�Â�µzÀ�Ç,¼½º	Ê�¿§º�Ë

¶�¼à¶�Ö�µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç Γ
Ï

89�����724: A4�<���xn^À�Î�¸}Ä Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â!Æ2Î�Â�Ã½µzÀ�¸}Â�µ j
¾ &($('�) ) 0'32Ï�i

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â!Æ2Î�Â�Ã°µh¿ÁÀ!À�¿ Ì Ç�Ä Í

¸}º Í Æ2Î�Â�Ã°µ�Ê�µJÈ�º�µ/Ê¹¼zÃ°µ/Â×¸>º$Î Ì · µJÂ^È�µJÄÁÊÉ¶�¼½Ë½µ2¶�Ö�µ/ÂfÕV¿¡¶�ÖÚ¸:À�Ç,µzÆ2¿Á¸}Ä�Â�¸�¶�¿§¼½º�¸}Ä?ÑÛÎ�º	Æ'¶�¿§¼½º¼½ºÉ¿¡¶àá�¶�Ö�¿ÁÀ^Ñ�¼½Ä§Ä§¼zÕfÀ^Ñ�Â�¼ Ì ¶�Ö�µ\¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì ¼}ÑZ_hµJÄ Í ¿ Ý ã ß Ù À�µJµÜã�Ï Þ â'Ï^pxÖ�µJÂ�µ�¿ÁÀ×¸>Æ2¼½Î�º$¶�¸ · Ä§µº$Î Ì · µJÂ£¼½Ñ?À�Î	Æ�ÖØÑ�Î�º�Æ'¶�¿§¼½º	ÀxÑÛ¼½Â£µ/¸½Æ�Ö¹Æ2Î�Â�Ã°µ°Ï
eªµ2¶\Î�ÀuË½¿¡Ã°µ<¸ÐÆ2¼ Ì · ¿§º�¸�¶�¼½Â�¿Á¸}ÄZÊ�µzÀ�Æ2Â�¿§Ç�¶�¿Á¼}ºÔ¼½Ñ j

¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â9Æ2Î�Â�Ã°µzÀJÏ<pxÖ�µ Í ÆJ¼}Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê
¶�¼QÀ�Ç,µ/Æ2¿�¸}Ä�¶�Â�¿Á¸}º�Ë}Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º�À£¼½Ñ�]V¿§µ Ì ¸}º�º¹À�Î�Â�Ñ�¸}ÆJµ/ÀJÏ
��� 6�����������3�� A4� A4�xeªµ2¶

R · µh¸�º9¼½Â�¿ÁµJº°¶�µ/Ê9]V¿§µ Ì ¸}º�º�À�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ½Ï�iå¶�Â�¿Á¸}º�Ë}Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º τ(R) =

(τ0, τ1, τ2)
¼½Ñ

R
¿ÁÀ!¸×Ê�µ/Æ2¼ Ì Ç,¼°À�¿¡¶�¿§¼½ºÜ¼½Ñ R ¿§º$¶�¼u¸^È�º�¿¡¶�µxÎ�º�¿§¼½º�¼½Ñ	¼½Ç,µ/º < ¾*Æ2µJÄÁÄÁÀ τ2

¸}º�Ê�¸
Æ2¼½º�º�µ/Æ'¶�µ/ÊÜË½Â�¸}Ç�Ö

τ1
ÕV¿¡¶�ÖàÃ½µ/Â�¶�¿�Æ2µ/À

τ0
À�Î	Æ�Öà¶�Ö	¸�¶!¶�Ö�µVÆ2¼ Ì Ç�Ä§µ Ì µJº$¶ τ1 \τ0

¿ÁÀZ¸uÊ�¿�À&'�¼½¿Áº°¶
Î�º�¿§¼½ºæ¼½Ñ!¼½Ç�µJºæÀ�µ/Ë Ì µJº$¶�À×¸}º	ÊÐ¶�Ö�µÜÆ2ÄÁ¼½À�Î�Â�µ�¼½ÑZ¸}º Í ¼½Ç,µ/º < ¾�Æ2µJÄÁÄ�¿ÁÀ^¿�À�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿�Æ\¶�¼Q¶�Ö�µ
¿ Ì ¸�Ë½µu¼½Ñ�¸Ü¶�Â�¿�¸}º�Ë½Ä§µuÎ�º	Ê�µJÂV¸àÀ�¿ Ì Ç�Ä§¿�Æ2¿Á¸}Ä Ì ¸}Ç�Ï
pxÖ�µ�º$Î Ì · µ/Âf¼½Ñ�µ/Ê�Ë½µ/À^¼½Â�¿§Ë½¿§º	¸�¶�¿Áº�Ë:¿§ºÚ¸QÃ°µJÂ�¶�µJÒ x

¿ÁÀbÆJ¸}Ä§Ä§µzÊ¹¶�Ö�µ9Ã}¸}Ä§µ/º�Æ2µÜ¸�¶
x
¸}º�Ê¹¿�À

Ê�µJº�¼}¶�µzÊ · Í v(x)
Ï

��� 6�����������3�� A4���7�Üi
j
¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼½ºÉ¼½Ñ

R
¿ÁÀ^¸à¶�Â�¿Á¸}º�Ë}Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºÉ¶�¼½Ë½µ2¶�Ö�µ/ÂVÕV¿¡¶�Öæ¸QÆJ¼½Ä¡¾

¼½Â�¿§º�Ëà¼½Ñ¥Ã½µ/Â�¶�¿�Æ2µ/À£¿§ºØ¶�Ö�Â�µJµuÆJ¼½Ä§¼½Â�À
A,B

¸�º	Ê
I
À�Î�Æ�Ö:¶�Ö�¸�¶

á�¿Ûâ:pxÖ�µuÆ2¼½Ä§¼½Â�À£¼½Ñ?¸}º Í ¶*Õh¼Q¸½Ê$'�¸½Æ2µJº$¶xÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆJµ/ÀV¸}Â�µuÊ�¿��,µJÂ�µJº$¶/Ï
á�¿§¿�â:pxÖ�µJÂ�µ\¸}Â�µ

2
¼½Â

6
µ/Ê�Ë½µ/ÀV¸�¶VÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µzÀV¼½Ñ?ÆJ¼½Ä§¼½Â

A
¸}º�Ê

2
¼}Â

4
µzÊ�Ë½µ/ÀV¸�¶VÃ°µ/Â�¶�¿ÁÆJµ/ÀV¼½Ñ

Æ2¼½ÄÁ¼}Â
B
Ï
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Ó»µÜÕV¿§Ä§ÄZÂ�µJÑ�µJÂb¶�¼ØÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/Àu¼½ÑxÆ2¼½Ä§¼½Â

A
á�Â�µ/À�ÇªÏ

B
âfÕV¿¡¶�ÖdÃ}¸}Ä§µJº	Æ2µ

j
¸}À

Aj

á�Â�µzÀ�Ç�Ï
Bj

â
Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/ÀJÏ o�ÑuÕhµÚÊ�µJÄ§µ2¶�µæ¶�Ö�µ

I
¾)Ã°µ/Â�¶�¿ÁÆJµ/À:Ñ�Â�¼ Ì τ0

¸}º�ÊH¸}Ä§Ä×µ/Ê�Ë½µ/À
AI

¸}º�Ê
BI

ÑÛÂ�¼ Ì
τ1
¶�Ö�µJºé¶�Ö�µÐÂ�µ Ì ¸}¿§º�¿§º�ËÔÆ2¼½º�º�µ/Æ2¶�µ/Ê ã�¾)Ã}¸}ÄÁµJº$¶àË½Â�¸}Ç�Ö ¼½º R

ÕV¿¡¶�Ö
A
¾\¸}º�Ê

B
¾�µJº	Ê�À�¿�À

ÆJ¸}Ä§Ä§µ/Êé¶�Ö�µ
j
¾�Ë½Â�¸}Ç�Ö ¸}À�À�¼�ÆJ¿Á¸�¶�µ/Êé¶�¼Ú¶�Ö�µ

j
¾�¶�Â�¿�¸�º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½ºªÏépxÖ�µÐÆ2¼ Ì Ç�Ä§µ Ì µ/º°¶à¶�¼æ¶�Ö�¿�À

Ë½Â�¸}Ç�Öà¿ÁÀZ¸bÊ�¿ÁÀ&'�¼½¿§º$¶�Î�º�¿§¼½ºà¼½Ñ�¸bÈ�º�¿¡¶�µ£º�Î Ì · µ/Â�¼}Ñ�Æ2µ/Ä§ÄÁÀ^á�º�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�Ê�À?¼}Ñ I ¾�Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/À�â'Ïo�¶ Ì ¿§Ë½Ö$¶ØÄ§¼�¼ , ¸½ÀQ¿Áº W!¿§Ë½Î�Â�µ < Ù ÕVÖ�µJÂ�µæÕhµæÎ�À�µd¸åÀ Ì ¸}Ä§ÄuÆ2¿§Â�ÆJÄ§µæ¶�¼é¿Áº�Ê�¿ÁÆJ¸�¶�µd¸�º A
¾

��� �	��
����L�

Ã°µJÂ�¶�µJÒ�Ï pxÖ�µ
B
¾�Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀÐ¸}Â�µÚÇ�ÄÁ¸½Æ2µ/ÊH¼½ºH¶�Ö�µÚµ/Ê�Ë½µ/À · µ2¶�ÕhµJµJºH¶�Õh¼

A
¾�Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/ÀJÏ i

)�Ä§¼�¼°À�µ *×µJº	Ê:Â�µJÇ�Â�µ/À�µJº$¶�À£¸
B
¾)Ã°µJÂ�¶�µ2Ò Ï�i

j
¾*Ë}Â�¸�Ç�Ö:¿�À£ÆJ¸}Ä§Ä§µ/ÊÐÀ�¸�¶�Î�Â�¸�¶�µzÊ>¿ÁÑ�¸}Ä§Ä

A
¾�Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/À

¸}Â�µ
A6
¾�Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀJÏhq�¸�¶�Î�Â�¸�¶�µ/Ê:Ë½Â�¸}Ç�Ö�À£ÆJ¸}º · µuÆ2¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂ�µ/ÊÐ¸½ÀV¸}Â�¿ÁÀ�¿§º�ËàÑ�Â�¼ Ì Ë½µJº�µJÂ�¸}Ä§¿+�/µ/Ê

¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½º	À?¼½Ñ
P

1 Ï�ifºà¸}Â · ¿¡¶�Â�¸}Â Í Ë½Â�¸}Ç�ÖÜÆ/¸�º · µh¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê�Ñ�Â�¼ Ì ¸×À�¸�¶�Î�Â�¸�¶�µ/Ê�Ë½Â�¸}Ç�Ö
· Í ¸½Ê�Ê�¿¡¶�¿§¼½ºÐ¼½Ñª¶�Â�µJµ/ÀJÏW?¿ÁË½Î�Â�µuãàÀ�Ö�¼zÕfÀ£À�¸�¶�Î�Â�¸�¶�µ/ÊØË½Â�¸}Ç�Ö	ÀhÕV¿¡¶�Ö

a6 = 4
Ï

��� �	��
����L�
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����
���
��
��
��������������� �"!$#�%"�&� ¤ �	�
i

j
¾�¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºQ¼½º

R
ÆJ¸}º · µ£Â�µ/ÆJ¼½º�À�¶�Â�Î�Æ2¶�µ/Ê<Ñ�Â�¼ Ì ¸

j
¾*Ë½Â�¸}Ç�Ö · Í Ç�ÄÁ¸½Æ2¿§º�Ë\¼½º�µ I

¾
Ã°µJÂ�¶�µJÒ9¿§º$¶�¼bµ/¸½Æ�ÖàÆ2¼½º�º�µ/Æ'¶�µ/ÊÜÆ2¼ Ì Ç,¼½º�µJº°¶!¼½Ñ R Ì ¿§º$Î	À�¶�Ö�µ j

¾�Ë½Â�¸}Ç�ÖÜ¸}º�Ê · Í ÆJ¼}º�º�µ/Æ'¶�¿§º�Ëá�Æ Í Æ2ÄÁ¿ÁÆJ¸}Ä§Ä Í â>¶�Ö�µ I
¾)Ã°µJÂ�¶�µ2Ò ÕV¿§¶�Ö Ã½µ/Â�¶�¿�Æ2µ/ÀØ¼½ºH¶�Ö�µ · ¼½Î�º	Ê�¸}Â Í ¼½Ñ\¶�Ö�µdÆ2¼½Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê�¿§º�ËÆ2¼½º�º�µ/Æ'¶�µ/ÊÉÆJ¼ Ì Ç�¼}º�µJº$¶zÏ^pxÖ�µ\Ã}¸�ÄÁµJº�ÆJµ/À^¼½Ñ A

¾)Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆJµ/À^¿§ºÚ¸}º
j
¾*Ë½Â�¸}Ç�ÖÚ¸�Â�µ

1
¼½Â

3 Ù ¶�Ö�µÃ}¸}Ä§µJº	Æ2µ/À�¼½Ñ
B
¾�Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀT¸}Â�µ

1
¼½Â

2
¸}º	Ê�Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀZ¼½Ñ,¶�Ö�µfÀ�¸ Ì µfÆ2¼½Ä§¼½ÂT¸}Â�µVº�¼}¶TÆ2¼½º�º�µ/Æ'¶�µ/Ê

· Í ¸}ºØµ/Ê�Ë½µ½Ï
89�����724: A4�����ÜpxÖ�µ\º�Î Ì · µJÂf¼½Ñ!Ç�Ä�¸�º�µ 3

¾)Ã}¸}Ä§µ/º°¶×Ë}Â�¸�Ç�Ö	À£Ë½Â�¼zÕfÀ^À�Î�Ç,µJÂ�µ2Ò�µ/Ç,¼½º�µJº°¶�¿Á¸}Ä§Ä Í
ÕV¿¡¶�ÖØ¶�Ö�µuº�Î Ì · µJÂx¼½Ñ¥Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀJÏ
pxÖ�µTÑ�¼½Ä§Ä§¼zÕV¿Áº�ËfÕxµJÄ§Ä¡¾ ,$º�¼zÕVº9¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì Ñ�¼½Â Ì Àª¶�Ö�µ · ¸½À�¿ÁÀ�ÑÛ¼½Â�¼½Î�Â�¸}º	¸�Ä Í À�¿�À¥¼½Ñ Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\ÍË½Â�¼½Î�Ç	ÀJÏ
��� � 3 24� � A4���4��� G

R
. ;(032 $'3�.�7�2�4 7.' / $'&�!50�/94�� .07�& 03252 ;.) 3�G�0�/ 7 I .�4<#X0

j
M 4�3�. 032 ,	M

) )/0*4�.0$32 Ù 4 #%7:3-7 7.D'. ;:4<; 0 )�2".0-/)�7 ;:4�3�)"/94�) 3-7 $HG?0 j
M &($('�) ) 0'3 //) 3�2*7 $32

R
Ï � $32"2*7:3 ; 79) 4 Ù7:2'7:3 4 ;�4�3�)�/94 ) 3-7 $HG?0

j
M0&($('�) ) 0'3�//) 3�2*7 $32

R
/ $'3 3-7�; !"$32�' ; 40$ 0

j
M 4�3�.7032 , ) )/0*4�.0$32�Ï

1&24353764�xÓ»µuÈ�Â�À�¶fÀ�Ö�¼zÕ Ö�¼zÕ
jΓ
Ê�µJÈ�º�µ/À£¸9¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºÐ¼½Ñ

MΓ
Ï�pxÖ�µ Ì ¸}Ç j : H →

H/PSL(2, Z) = P
1 ¿ÁÀÜÂ�¸ Ì ¿ÁÈ�µ/Ê ¼zÃ°µJÂÜ¶�Ö�Â�µJµ:Ç�¼½¿§º$¶�À 0 = A, 1 = B,∞ = I

ÏépxÖ�µ
Â�¸ Ì ¿ÁÈ�ÆJ¸�¶�¿§¼½ºå¿Áº�Ê�µ2ÒÔ¸�¶ 0

¿ÁÀ9µ ç Î�¸}ÄZ¶�¼ 3 Ù ¶�Ö�µ>Â�¸ Ì ¿§È	ÆJ¸�¶�¿§¼½ºå¿Áº�Ê�µ2ÒÔ¸�¶ 1
¿ÁÀ

2
¸}º�Ê»¶�Ö�µ

Â�¸ Ì ¿ÁÈ�ÆJ¸�¶�¿§¼½ºÐ¿§º	Ê�µ2ÒÐ¸�¶ ∞ ¿ÁÀ£¿§º�È�º�¿¡¶�µ½ÏTq�¿ Ì ¿§ÄÁ¸}ÂfÂ�µ/À�Î�Ä¡¶V¿ÁÀ£¶�Â�Î�µbÑÛ¼½Â

jΓ : H/Γ = MΓ → H/PSL(2, Z) = P
1.

rT¼½º�À�¿ÁÊ�µJÂV¶�Ö�µ\À�¶�¸}º�Ê�¸}Â�ÊØ¶�Â�¿Á¸}º�Ë}Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º
τst(S

2)
¼½Ñ�¶�Ö�µ9À�Ç�Ö�µJÂ�µ

S
2 = P

1 ¿§º$¶�¼>¸<Î�º�¿Á¼}º
¼½Ñx¶�Õh¼É¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µ/À9ÕV¿¡¶�ÖåÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/À

0, 1
¸}º�Ê

∞
ÏdpxÖ�µ>Ç�Â�µJ¿ Ì ¸}Ë½µ>¼½Ñ£¶�Ö�¿ÁÀ9¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º

Ç�Â�¼zÃ�¿ÁÊ�µ/À^¸<¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºæ¼½Ñ
MΓ

Ïfo�Ñ?ÕhµÜÆ2¼½Ä§¼½Âf¶�Ö�µ9Ç�Â�µJ¿ Ì ¸}Ë½µ/À^¼}Ñ?¶�Ö�µ�Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê�¿§º�Ë
Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/À£¿§º

A,B
¸}º�Ê

I
¶�Ö�µJºØÕxµb¼ · ¶�¸�¿Áº¹¸ j

¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º¹¸½ÀxÕx¸}º$¶�µ/Ê�Ï
rT¼½º$Ã°µJÂ�À�µJÄ Í Ù À�¶�¸}Â�¶�¿§º�Ë£ÕV¿¡¶�Ö9¸ j

¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë}Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º
τ
ÕhµZÆJ¼½º�À�¶�Â�Î�Æ2¶¥¸}º9¸}Ä§Ë½µ · Â�¸}¿�Æ�Æ2Î�Â�Ã°µ R¶�¼½Ë½µ2¶�Ö�µJÂZÕV¿¡¶�Ö>¸ Ì ¸�Ç R → S

2 Â�¸ Ì ¿§È�µzÊ<¿§º 0, 1,∞
¸}ÀZÑ�¼}ÄÁÄ§¼zÕfÀJÏ?Ó»µfÖ�¸zÃ½µ^¸ Ì ¸}ÇQÑÛÂ�¼ Ì

¶�Ö�µÜÀ�µ2¶b¼½Ñ!Ã°µ/Â�¶�¿ÁÆJµ/Àf¶�¼
(A,B, I)

áÛ¶�Ö�µÜÆJ¼½Ä§¼½Â'â�ÏuW	Î�Â�¶�Ö�µJÂ Ù µ2Ã°µ/Â Í µ/Ê�Ë½µ9ÕV¿§Ä§Ä · µ Ì ¸}Ç�Ç�µ/Ê¿§º$¶�¼Ø¶�Ö�µÜµzÊ�Ë½µ/À×¼½ÑZ¶�Ö�µàÀ�¶�¸}º	Ê�¸}Â�Êæ¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼½ºd¼½Ñ
S

2 Ù Â�µ/À�Ç,µzÆ'¶�¿Áº�ËØ¶�Ö�µ<Æ2¼½Ä§¼½Â�Àb¼}ÑZ¶�Ö�µµJº�Ê�ÀJÏTpxÖ�¿�À Ì ¸}Ç¹¿ÁÀfÆ2¼ Ì Ç�Ä§µJ¶�µ/Ê · Í ¶�Ö�µ Ì ¸}Ç¹¼}Ñ¥¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µ/À Ù ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö Ì ¸}Ç	Àx¶�Ö�µb¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µzÀ
ABI

á�ÕV¿¡¶�ÖÚ¼}Â�¿§µJº$¶�¸�¶�¿§¼½ºÚ¿Áº�Ö�µJÂ�¿¡¶�µ/ÊæÑ�Â�¼ Ì R
â£¶�¼>¼½º�µ�¼½Ñ!¶�Ö�µ9¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µ/À×¼½Ñ

τst(S
2)
¸}º�Ê

¶�Ö�µ×¶�Â�¿�¸}º�Ë½Ä§µ/À£ÕV¿¡¶�ÖÐ¶�Ö�µb¼½Ç�Ç,¼°À�¿¡¶�µ
R
¾*¼½Â�¿§µJº$¶�¸�¶�¿§¼½ºÐ¶�¼Ü¶�Ö�µb¼}¶�Ö�µJÂ/Ï

pxÖ�Î	ÀVÕxµ�Ö	¸/Ã°µÜÆ2¼½º	À�¶�Â�Î	Æ'¶�µ/ÊÚ¸:À�¿ Ì Ç�Ä§¿ÁÆ2¿�¸}Ä Ì ¸}ÇæÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÚ¿ÁÀ×Ä§¼�ÆJ¸}Ä§Ä Í ¸}ºæ¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì
µ2Ò�Æ2µJÇ�¶x¿Áº:¶�Ö�µbº�µ/¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�ÊQ¼½ÑªÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/ÀJÏhq$¿Áº�Æ2µ×¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µzÀx¿§º R

À�Ö	¸}Â�¿§º�Ë<¸}º:µzÊ�Ë½µb¸}Â�µ
Ì ¸}Ç�Ç,µ/Êæ¿Áº°¶�¼ÐÊ�¿��,µJÂ�µ/º°¶b¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µ/Àb¼½Ñ

S
2 ¶�Ö�µà¸ · ¼zÃ°µ Ì ¸�Çd¿ÁÀbÄ§¼�ÆJ¸}Ä§Ä Í ¸}ºÚ¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì¼½Î�¶�À�¿ÁÊ�µQ¼}ÑhÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/À�¸}º�Êd¿�À\µ ç Î�¿¡Ã}¸}Ä§µJº$¶\¶�¼É¸ Ì ¸}Ç zn

¿§º»¶�Ö�µQº�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�Êd¼½Ñhµz¸}Æ�ÖÃ°µJÂ�¶�µJÒé¿§º
R
ÏFpxÖ�Î�ÀÜ¿¡¶>Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê�À�¶�¼»¸ÚÎ�º�¿ ç Î�µÐ¸}Ä§Ë½µ · Â�¸}¿ÁÆÐÆ2Î�Â�Ã°µ R

ÕV¿¡¶�ÖF¸ Ì ¸}Ç
R → P

1 ÕVÖ�¿�Æ�ÖÐ¿ÁÀ£Â�¸ Ì ¿§È�µ/ÊØ¼zÃ°µJÂx¶�Ö�µuÇ,¼½¿§º$¶�À A,B, I
Ï

o�º¹Ë½µJº�µJÂ�¸}Ä Ù À�Î�Æ�ÖÉÆ2Î�Â�Ã°µ/Àf¸}Â�µ9Ê�µ/À�Æ2Â�¿ · µ/Ê · Í À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç�ÀV¼}Ñ!È�º�¿¡¶�µ\¿§º	Ê�µ2ÒÐ¿ÁºÐ¶�Ö�µ9ÑÛÂ�µJµË½Â�¼½Î�ÇF¼½º ¶�Õh¼åË½µJº�µ/Â�¸�¶�¼½Â�À
F2
Ï [^Î�Â>¸½À�À�Î Ì Ç�¶�¿§¼½º ¼½ºF¶�Ö�µ¹Â�¸ Ì ¿§È�Æ/¸�¶�¿§¼½º ¿§º	Ê�¿ÁÆJµ/À>¸�¶

Ç,¼½¿§º$¶�À
A,B

¿ Ì Ç�Ä§¿Áµ/À�¶�Ö	¸�¶�¶�Ö�µVÆ2Î�Â�Ã°µ R
Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼}º	Ê�À�¶�¼\¸uÀ�Î · Ë½Â�¼½Î�Çà¼½Ñ,È�º�¿§¶�µV¿§º�Ê�µ2ÒÜ¿Áº¶�Ö�µ ç Î�¼}¶�¿ÁµJº$¶

Z/2∗Z/3
¼½Ñ

F2
Ï!pxÖ�µ£Ë½Â�¼½Î�Ç

Z/2∗Z/3
µ ç Î�¸}ÄÁÀ PSL(2, Z)

Ï?pxÖ�Î�À!ÄÁ¼�ÆJ¸}Ä
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Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç�Àf¼zÃ°µJÂ A
¾)Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆJµ/À×ÆJ¸}º · µ9µJ¿§¶�Ö�µJÂ . ¼}Â Z/3

¸}º	ÊÉ¼zÃ°µJÂ
B
µ/¿¡¶�Ö�µJÂ .

¼½Â
Z/2

Ï�pxÖ�¿ÁÀxÈ�º�¿ÁÀ�Ö�µzÀh¶�Ö�µbÇ�Â�¼�¼½Ñ¥¼½Ñª¶�Ö�µb¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì Ï
�

� 3 243����L� 2�� A4�	��� $1#%7 2 ) &  7:3 $HG 4�3�. 032 ,6) 7�; .&2 03254
j
M 4�3�. 032 , )%)/0*4�.0$32 . ; 7.-/)50*) 4 $

2 deg(jΓ)
Ï�
�$'3-7 $'2'7:3 Ù 2 deg(jΓ) =

∑

i v(i) Ù I #%7:3-7�4<#%7 ;�) & & 0*4�.�$32 . ; $*2'7:3 0*)<)12*7:3/M4<.0/ 7�;
i
I .�4<#8/ $*)+$'3

I
Ï

89�����724: A4�	�4�Øo�¶uÑ�¼}ÄÁÄ§¼zÕfÀbÑÛÂ�¼ Ì _TµJÄ Í ¿76 À×¶�Ö�µJ¼½Â�µ Ì ¶�Ö	¸�¶uµ2Ã°µJÂ Í ¸�Â�¿¡¶�Ö Ì µ2¶�¿�ÆàÆ2Î�Â�Ã°µØá)¸}º
¸}Ä§Ë½µ · Â�¸�¿�ÆÚÆ2Î�Â�Ã°µdÊ�µJÈ�º�µzÊ ¼zÃ°µ/ÂØ¸ º$Î Ì · µJÂØÈ�µJÄÁÊ,â>ÆJ¸}º · µÚÂ�µ/¸}ÄÁ¿+�Jµ/Ê ¸½ÀØ¸

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â

Æ2Î�Â�Ã½µ°ÏÜcÉ¼½Â�µJ¼zÃ°µJÂ Ù ¶�Ö�µ<Æ2¼½Â�Â�µzÀ�Ç,¼½º	Ê�¿§º�Ë:¶�Â�¿�¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º»¼½ÑZ¶�Ö�µ<Æ2Î�Â�Ã°µÜ¿ÁÀu¸ · ¸}Â Í Æ2µ/º°¶�Â�¿ÁÆÀ�Î · Ê�¿¡Ã�¿ÁÀ�¿§¼½º�¼½Ñ�¸�ºÜ¸}Â · ¿¡¶�Â�¸}Â Í ¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½º9¶�Ö�µTÎ�º	Ê�µJÂ�Ä Í ¿Áº�Ë^]V¿§µ Ì ¸}º�ºÜÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ°Ïªo�º\¶�Ö�¿�ÀÆJ¸½À�µ Ù Γ
¿�Àu¶�¼}Â�À�¿§¼½ºÔÑÛÂ�µ/µQ¸}º�ÊÔ¸¹À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç»¼½Ñ F2 ⊂ PSL(2, Z)

ÏÐpxÖ�µ<ÆJ¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼}º	Ê�¿§º�Ë
j
¾�Ë½Â�¸}Ç�ÖF¿ÁÀ>¸Ú¶�Â�¿¡Ã}¸}ÄÁµJº°¶:Ë½Â�¸}Ç�Ö I .<4<#%$�)%4 7 24' ;'Ï pxÖ�µ/À�µÐ¶ Í Ç,µ¹¼½Ñ j

¾*Ë½Â�¸}Ç�Ö	À<¸}Â�µÉÆ/¸�ÄÁÄ§µ/Ê
; 0*4�) 3K06407.'}Ï!pxÖ�µ Í Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼}º	Êà¶�¼9¸\Â�µJÄÁ¸�¶�¿¡Ã°µJÄ Í À Ì ¸�ÄÁÄ	Ñ�Â�¸½Æ'¶�¿§¼½ºQ¼½Ñ Ç,¼°À�À�¿ · ÄÁµ Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\ÍË½Â�¼½Î�Ç	ÀJÏ
cÉ¸}º Í Ç�Â�¼½Ç�µJÂ�¶�¿§µ/À�¼½Ñ Γ

¸½ÀÜ¸ÚÀ�Î · Ë½Â�¼½Î�Çå¼½Ñ SL(2, Z)
ÆJ¸}º · µ:µ/¸½À�¿§Ä Í Â�µ/ÆJ¼zÃ°µJÂ�µ/ÊåÑ�Â�¼ Ì¶�Ö�µ

j
¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿Á¼½º�Ï W	¼½Âàµ2Ò�¸ Ì Ç�Ä§µ Ù ¶�Ö�µJÂ�µØ¿ÁÀ<¸ · ¿ '�µ/Æ'¶�¿§¼½º · µJ¶*Õhµ/µJº ¶�Ö�µ¹À�µ2¶Q¼}Ñ B2

¾
Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/Àu¸}º�ÊÚÆ2¼½ºJ'�Î�Ë°¸½Æ Í Æ2Ä�¸}À�À�µ/Àb¼}ÑhÀ�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç�À×¼½ÑZ¼½Â�Ê�µ/Â < ¿§º Γ

Ïàq$¿ Ì ¿§Ä�¸}Â�Ä Í Ù ¶�Ö�µJÂ�µÜ¿�À¸ · ¿ '�µ/Æ2¶�¿§¼½º · µ2¶�ÕhµJµJº A2
¾)Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µzÀx¸}º	Ê>Æ2¼½º3'�Î�Ë½¸½Æ Í Æ2ÄÁ¸½À�À�µzÀh¼½Ñ¥À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç	ÀT¼½Ñ�¼½Â�Ê�µJÂ£ã9¿§º

Γ
Ï�W?¿§º	¸�ÄÁÄ Í Ù ¶�Ö�µJÂ�µÜ¿�Àu¸ · ¿ '�µ/Æ2¶�¿§¼½º · µ2¶�Õhµ/µJºæ¶�Ö�µ I

¾�Ã°µJÂ�¶�¿�Æ2µ/Àu¸}º	ÊÚÆJ¼}ºJ'�Î�Ë°¸½Æ Í Æ2ÄÁ¸½À�À�µzÀb¼½Ñ
Î�º�¿§Ç,¼}¶�µJº$¶!À�Î · Ë}Â�¼}Î�Ç	À¥¿§º Γ ⊂ PSL(2, Z)

Ï?pxÖ�µxË}µ/º�µJÂ�¸�¶�¼½Â?¼½Ñ�¶�Ö�µxÎ�º�¿§Ç,¼}¶�µJº$¶!À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç¿ÁÀxË½¿¡Ã°µ/º · Í
(

1 v(i)/2

0 1

)

,

ÕVÖ�µJÂ�µ
v(i)

¿ÁÀx¶�Ö�µ×Ã}¸}Ä§µJº	Æ2µb¼½Ñ¥¶�Ö�µ\Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë
I
¾�Ã°µJÂ�¶�µJÒ

i
Ï

Z©
j � � ¯!±h² ��
�®���²Z®�� 
�³%���

o�ºÉ¶�Ö�¿�À×À�µzÆ'¶�¿Á¼}ºæÕxµÜÀ�¶�Î	Ê Í Å°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºæµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆàÀ�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ/À×À�Î�Æ�ÖÉ¶�Ö�¸�¶×¶�Ö�µ Ì ¸�Ç jE

Ö�¸½À
Ê�µJË½Â�µ/µ . Ï s^µJÂ�µ

Γ̃ ⊂ SL(2, Z)
¿ÁÀQ¶�Ö�µÉË½ÄÁ¼ · ¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç ¼½Ñb¶�Ö�µæµJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿�Æ

È · Â�¸�¶�¿Á¼}º E
Ï?ÓÔµuÆJ¸}Ä§ÄªÀ�Î	Æ�Ö¹À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�Ä�¸}ÂVÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À£¸}º	ÊØÊ�µJº�¼�¶�µ×¶�Ö�µ Ì · Í SΓ̃

Ï
rT¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂÜ¶�Ö�µ

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â<Æ2Î�Â�Ã°µ MΓ

ÕVÖ�µJÂ�µ
Γ
¿ÁÀ�¶�Ö�µØ¿ Ì ¸}Ë½µÐ¼}Ñ Γ̃

¿§º
PSL(2, Z)Î�º	Ê�µ/Âh¶�Ö�µuº�¸�¶�Î�Â�¸}Ä Ç�Â�¼J'�µ/Æ2¶�¿§¼½ºªÏ?Ó»µ×Õx¸}º$¶£¶�¼QÀ�¼½Ä¡Ã°µb¶�Ö�µbÑ�¼½Ä§Ä§¼zÕV¿Áº�Ë<Ç�Â�¼ · Ä§µ Ì 5�Ê�µ/À�Æ2Â�¿ · µ¸}Ä§Ä�À�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ/À

SΓ̃

¶�¼½Ë}µJ¶�Ö�µJÂbÕV¿¡¶�Öd¶�Ö�µàÀ�¶�Â�Î	Æ'¶�Î�Â�µÜ¼½Ñh¸ØÅ°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºdµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ<È · Â�¸�¶�¿Á¼½ºd¼zÃ°µJÂ¶�Ö�µ
j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂxÆ2Î�Â�Ã°µ MΓ

À�Î�Æ�Ö>¶�Ö	¸�¶T¶�Ö�µ Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç Γ̃
À�Î�ÂS'�µzÆ'¶�ÀT¼½º$¶�¼

Γ
Ï�Ó»µ

Õx¸}º°¶Z¶�¼9Ë½¿¡Ã°µf¸9Æ2¼ Ì Ç�Ä§µJ¶�µ×¸�º	À�ÕhµJÂZ¶�¼u¶�Ö�¿ÁÀ ç Î�µ/À�¶�¿§¼½ºQÎ	À�¿§º�Ëu¶�Ö�µ j
¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½ºQ¼½Ñ

MΓ
Ï

Ó»µbÖ	¸/Ã°µu¸}ºØµJÒ�¸½Æ'¶fÀ�µ ç Î�µJº	Æ2µ

0 → Z/2 → SL(2, Z) → PSL(2, Z) → 1
á ë � . â

ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖØ¿§º	Ê�Î�Æ2µzÀ£¸àÀ�µ ç Î�µJº	Æ2µ

0 → Z/2 → Γ′ → Γ → 1,
á ë � < â

ÕVÖ�µJÂ�µ
Γ′ ⊂ SL(2, Z)

Ï
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Γ
'�$�7�; 2 $*4 / $32�4 0'. 2 7:) 7:&(7 2 4 ; $HG $'3,'�7:3 < 4<#%7�2 4<#%7 7.D 0�/94 ; 7 M

-/)"7�2 / 7Ðá ë � < â(;F! ) .<4<;°Ï��K-/) .<2J0*)+7�2�4�)+4 Ù 4 #%7 j
M 4�3�. 032 ,�)%)/0*4�.0$32 $HG

MΓ
' $ 7�; 2 $*4�/ $32�4 0'.&2

B2
M 2'7:3:4�.0/ 7�;½Ï

1&24353764�ØpxÖ�µÜË½Â�¼½Î�Ç
PSL(2, Z) = Z/2 ∗ Z/3

Ï9ifº Í À�Î · Ë½Â�¼½Î�Çæ¼½ÑZÈ�º�¿¡¶�µà¿§º�Ê�µ2Òæ¿ÁÀb¸È�º�¿¡¶�µ>ÑÛÂ�µJµQÇ�Â�¼�Ê�Î�Æ2¶9¼}ÑxË½Â�¼½Î�Ç�À\¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÆ<¶�¼
Z, Z/2, Z/3

ÏÐi^À�À�Î Ì ¿§º�Ë¹¶�Ö�¸�¶ Γ
Ö	¸}À

º�¼�µJÄÁµ Ì µJº$¶�Àx¼}Ñª¼½Â�Ê�µJÂ < Õxµ×Ö�¸/Ã°µ×¸�Â�µJÇ�Â�µ/À�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º:¼½Ñ Γ
¸½Àh¸�ÑÛÂ�µJµ^Ç�Â�¼�Ê�Î	Æ'¶h¼½ÑªË½Â�¼½Î�Ç	À

Z, Z/3
Ïfo*Ñ!Õhµ9Ä§¿§ÑÛ¶^¶�Ö�µ9Ë½µJº�µ/Â�¸�¶�¼½Â�Àf¼½Ñ?¶�Ö�µ/À�µ9Ñ�Â�µJµ9Ë½µJº�µJÂ�¸�¶�¿Áº�Ë:À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç	À£¶�¼>µJÄ§µ Ì µJº$¶�À¼½Ñ	¶�Ö�µfÀ�¸ Ì µV¼½Â�Ê�µ/Â�¿§º Γ′

ÕhµV¼ · ¶�¸}¿§º<¸\À�Î · Ë½Â�¼½Î�Çà¼½Ñ Γ′
ÕVÖ�¿�Æ�Ö<Ç�Â�¼3'�µ/Æ'¶�À!¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÆJ¸}Ä§Ä Í

¼½º°¶�¼
Γ Ù ¿ÁºÐ¼}¶�Ö�µJÂxÕh¼½Â�Ê�À Ù ¸<À�Ç�ÄÁ¿¡¶�¶�¿§º�Ë<¼½Ñ¥¶�Ö�µbµ2Ò�¸½Æ'¶fÀ�µ ç Î�µ/º�Æ2µ ë � < Ï �

89�����724: �7�<���fifÄ§ÄªÀ�Ç�Ä§¿¡¶�¶�¿Áº�Ë°ÀfÊ�¿��,µ/Â · Í Z/2
¾*Æ�Ö�¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ�Àx¼½Ñ

Γ
á
H1(Γ, Z/2)

âh¸}º	ÊQ¶�Ö�µ
¼½º�µfÕxµ×¼ · ¶�¸�¿Áº Ì ¸ Í º�¼}¶ · µ^¶�Ö�µ · µ/À�¶\áÛ¶�Ö�¿ÁÀhÕV¿ÁÄ§Ä · µbÀ�Ç,µ/ÆJ¿§È�µzÊ>¿§ºÉq�µ/Æ'¶�¿§¼½º¹ä½â�Ï!k×¸ Ì µ/Ä Í Ù¶�Ö�µfÇ�Â�µJ¿ Ì ¸}Ë½µ/ÀT¼½Ñ�Î�º�¿§Ç,¼}¶�µJº$¶TË½µ/º�µJÂ�¸�¶�¼½Â�ÀhÆJ¸}º · µfÇ�Â�¼�Ê�Î	Æ'¶�ÀZ¼½Ñ�Î�º�¿§Ç�¼}¶�µJº$¶hµJÄ§µ Ì µJº$¶�À · Í¶�Ö�µuÆ2µJº$¶�Â�¸}Ä�µJÄ§µ Ì µJº$¶f¿§º SL(2, Z)

Ï�pxÖ�µJÂ�µ Ì ¸ Í · µbº�¼àº�¸�¶�Î�Â�¸}ÄªÀ�Ç�Ä§¿¡¶�¶�¿§º�Ë�Ï
Ó»µbÖ�¸/Ã°µ×¶�¼<ÆJ¼}º	À�¿ÁÊ�µJÂ£¶�Ö�Â�µJµuÆJ¸½À�µzÀ95
=��5H C ���

Γ̃ ' Γ
ÏVpxÖ�µJÂ�µ9¸}Â�µ\È�º�¿§¶�µJÄ ÍÐÌ ¸}º Í À�Î	Æ�Ö Γ̃

¸}º�ÊØ¶�Ö�µ Í Ê�¿��,µJÂ · Í ¸QÆ�Ö	¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ¼½Ñ
Γ
Ï?W�¼½ÂTµ/¸½Æ�Ö>À�Î�Æ�ÖQÆ�Ö�¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂZ¶�Ö�µJÂ�µVµJÒ�¿ÁÀ�¶�ÀT¸\Î�º�¿ ç Î�µ9á�Î�Çà¶�¼ · ¿ÁÂ�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì À�â

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â SΓ̃

ÏÔo�º�Ê�µJµ/Ê Ù ¶�¸J,}µ:¶�Ö�µ ç Î�¼}¶�¿ÁµJº$¶ V o → H/Γ
¼½ÑV¶�Ö�µØÎ�º�¿¡Ã°µJÂ�À�¸}ÄxµJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆ

Æ2Î�Â�Ã½µ
E

u → H · Í Γ̃
ÏTo*¶fÖ�¸½À£¶�Ö�µ\À�¶�Â�Î	Æ'¶�Î�Â�µ\¼½Ñ?¸<È · Â�¸�¶�¿§¼½ºØÕV¿¡¶�ÖÉ¸<À�µ/Æ2¶�¿§¼½ºæ¸}º�ÊØÕV¿¡¶�ÖË½µJº�µ/Â�¿ÁÆfÈ · µJÂ�ÀhÀ Ì ¼$¼}¶�Ö:µJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆbÆ2Î�Â�Ã°µ/ÀJÏ!pxÖ�µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¼½Ñ ¶�Ö�¿�ÀhÈ · Â�¸�¶�¿§¼½ºdá�¼zÃ°µJÂT¶�Ö�µ¼½Ç,µJºéÆ2Î�Â�Ã°µ

B = H/Γ
âu¿ÁÀ

Γ̃ ' Γ
Ï»rT¼ Ì Ç�¸½Æ'¶�¿§Ñ Í V o

,½µJµ/Ç�¿§º�ËÉ¶�Ö�µ:À�¶�Â�Î�Æ2¶�Î�Â�µ>¼½Ñf¸�º
µJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆfÈ · Â�¸�¶�¿Á¼}ºÉá�¼zÃ°µJÂ MΓ = H/Γ

â?¸}º	ÊÜ¶�Ö�µ �Jµ/Â�¼9À�µ/Æ'¶�¿§¼½º>¸½ÀZ¸ · ¼zÃ°µ½Ï�o*¶T¿ÁÀTÆ2Ä§µz¸}Â�¶�Ö	¸�¶¶�Ö�¿ÁÀfÆ2¼½º	À�¶�Â�Î�Æ'¶�¿§¼½º¹¿ÁÀ · ¿§Â�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä§Ä Í Î�º�¿¡Ã°µJÂ�À�¸�Ä�Ïho�º�Ê�µJµ/Ê Ù ¿§Ñ?¶�Ö�µJÂ�µ\¿ÁÀf¸<Å°¸½ÆJ¼ · ¿Á¸}º¹µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆÈ · Â�¸�¶�¿Á¼}º V ′
ÕV¿¡¶�ÖÜ¶�Ö�µ£Ë}¿§Ã°µJº Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ ÌuÍ Ë½Â�¼½Î�Ç Γ̃

¶�Ö�µJº�¶�Ö�µ/Â�µx¿ÁÀ�¸×Â�¸�¶�¿Á¼½º�¸}Ä�È · µ/Â�ÕV¿ÁÀ�µÌ ¸}Ç V → V ′
ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖØ¿�À£Â�µJË½Î�Ä�¸}Â£¼}ºØ¶�Ö�µuË½Â�¼½Î�Ç�Ä§¿/,½µuÇ�¸}Â�¶�Àx¼½Ñ

V
¸�º	Ê

V ′
Ï

=��5H C � � pxÖ�µJÂ�µ�µ2Ò�¿ÁÀ�¶�Àb¸QÄ§¿ÁÑ�¶�¿§º�Ë
Γ′ ' Γ · Î�¶ Γ′ 6' Γ̃

Ï×pxÖ�µÜÆ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë>À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À
SΓ̃

¸}Â�µb¼ · ¶�¸}¿§º�µ/ÊØÑÛÂ�¼ Ì À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µzÀx¿§ºærh¸½À�µ . · Í ¸�ºÐµ2Ã°µJºÐº�Î Ì · µJÂ£¼}Ñ¥¶�ÕV¿ÁÀ�¶�ÀJÏZpxÖ$Î	Àh¶�Ö�µÀ�µ2¶�¼½ÑVÀ�Î�Æ�ÖåÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/À\¿�À9Ç�¸}Â�¸ Ì µ2¶�Â�¿+�JµzÊ · Í ¸ÉÀ Í�ÌàÌ µJ¶�Â�¿ÁÆ>Ç�¼zÕhµJÂ�¼}Ñ P
1 á Ì ¼�Ê�Î�Ä§¼¹¶�Ö�µ

¸½Æ'¶�¿§¼½ºÐ¼½Ñ¥¶�Ö�µuÈ�º�¿¡¶�µuË}Â�¼}Î�ÇØ¼½Ñ?¸}Î�¶�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì Àx¼½Ñ¥¶�Ö�µbµ Ì · µ/Ê�Ê�µzÊ j
¾�Ë½Â�¸}Ç�Ö,â'Ï

=��5H C =�� pxÖ�µ\Ë½µ/º�µJÂ�¸}Ä�ÆJ¸½À�µ½Ï^rT¼½º�À�¿�Ê�µJÂf¶�Ö�µ\Î�º�¿¡Ã°µ/Â�À�¸}Ä¥µJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆ�Æ2Î�Â�Ã°µ
Eu → H

Ë}¿§Ã°µJº
¸½À�¸ ç Î�¼}¶�¿§µ/º°¶Ü¼½Ñ

C × H · Í Ze1 ⊕ Ze2
ÏdpxÖ�µ:¸½Æ'¶�¿Á¼½ºé¼½Ñ

Ze1 ⊕ Ze2
¼½º

C × λ
¿�À

Ë½¿¡Ã°µJº · Í
e1(z, λ) = (z+1, λ),

e2(z, λ) = (z+λ, λ)á�Ö�µJÂ�µ
(z, λ) ∈ C × H

â�ÏØpxÖ�µ<Ë½Â�¼½Î�Ç
SL(2, Z)

¸½Æ'¶�Àu¼½º
E

u Ù À�¶�¸ · ¿§Ä§¿+�J¿Áº�ËÉ¶�Ö�µQÀ�µ/Æ2¶�¿§¼½º
(0, λ)

ÏurT¼½º�À�¿�Ê�µJÂf¶�Ö�µ ç Î�¼}¶�¿§µJº$¶×¼½Ñ?¶�Ö�µ\Î�º�¿¡Ã°µJÂ�À�¸}Ä�µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆÜÆJÎ�Â�Ã°µ
E

u → H · Í Γ′
ÏVÓ»µ

Ë½µ2¶Z¸}ºà¼½Ç,µJºàÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ
V ′

¸½Ê Ì ¿¡¶�¶�¿Áº�Ë\¸bÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º¹áÛÕV¿¡¶�Ö<¸uÀ�µ/Æ2¶�¿§¼½º�â¥¼zÃ°µJÂ!¶�Ö�µ£¼½Ç,µJº<Æ2Î�Â�Ã°µ
B′ = H/Γ′ Ù ÕVÖ�¼½À�µ9Ë½µJº�µJÂ�¿ÁÆ9È · µJÂ^¿ÁÀ×¸>À Ì ¼�¼}¶�ÖæÂ�¸�¶�¿§¼½º�¸}Ä?Æ2Î�Â�Ã°µ½Ï×pxÖ�µ Ì ¸�Ç E

u → V ′¿ÁÀ^Â�¸ Ì ¿§È�µ/Êæ¼zÃ½µ/Âb¸>Ê�¿¡Ã�¿ÁÀ�¼½Â D
ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÚÖ�¸½À×¸�¶×ÄÁµ/¸½À�¶×¶�Õh¼:Ö�¼}Â�¿+�J¼½º$¶�¸}Ä!Æ2¼ Ì Ç,¼½º�µ/º°¶�À95 D0áÛÕVÖ�¿ÁÆ�ÖÉ¿ÁÀ^¸QÀ Ì ¼�¼}¶�Ö �JµJÂ�¼}¾�À�µ/Æ'¶�¿§¼½ºÉ¼½Ñ V ′ → B′

â£¸}º�Ê
D1

ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö¹Ç�Â�¼J'�µ/Æ2¶�À£¶�¼
B′

ÕV¿¡¶�Ö
Ê�µJË½Â�µ/µ<ãÐ¸}º�Êd¿ÁÀ\À Ì ¼�¼}¶�ÖÔ¸}º	ÊÚÎ�º�Â�¸ Ì ¿§È�µ/Êd¼zÃ½µ/Â B′

¿§ºd¶�Ö�µQÆ2¼ Ì Ç�Ä§µ Ì µ/º°¶9¼½ÑxÀ�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â



��
�
����
� ��
� �	�D� � � ��� # !Y��� � ��#��B! �,���
È · µJÂ�ÀJÏ¥Y×µJº�¼}¶�µ · Í V o

¶�Ö�µT¼½Ç,µJºÜÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µh¼ · ¶�¸�¿Áº�µ/Ê · Í Â�µ Ì ¼�Ã�¿§º�Ë^Ñ�Â�¼ Ì V ′
¶�Ö�µxÀ�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â

È · µJÂ�ÀJÏdpxÖ�µØÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ V o
¿�À�È · µJÂ�µ/ÊÔ¼zÃ°µJÂÜ¸}ºé¼½Ç�µJºéÆ2Î�Â�Ã°µ Bo

ÕV¿¡¶�ÖéÈ · µ/Â�À P
1 Ï»pxÖ�µ

¿§º$¶�µJÂ�À�µ/Æ'¶�¿§¼½ºæ¼½Ñ?¶�Ö�µ�Ê�¿¡Ã�¿ÁÀ�¼½Â
D
ÕV¿§¶�Öæµ/¸½Æ�ÖæÈ · µJÂ^Æ2¼½º	À�¿ÁÀ�¶�À^¼½Ñ!µ2Ò�¸½Æ'¶�Ä Í¹ë Ç�¼½¿§º$¶�À×¸�º	Ê D¿ÁÀxÎ�º�Â�¸ Ì ¿ÁÈ�µ/ÊØ¼zÃ°µJÂ Bo

Ï
Ó»µfÕx¸}º$¶T¶�¼�Ê�µJÈ�º�µ^¸�Ê�¼½Î · ÄÁµ^ÆJ¼zÃ°µJÂ�¿§º�Ë9¼½Ñ V o

ÕVÖ�¿ÁÆ�Ö>¿ÁÀhÂ�¸ Ì ¿ÁÈ�µ/Ê>¼½º>µ2Ã°µJÂ Í ÆJ¼ Ì Ç�¼�¾
º�µJº$¶T¼½Ñ

D
Ï!pxÖ�µJÂ�µf¿ÁÀh¸\Æ2¼½Â�Â�µzÀ�Ç,¼½º�Ê�µJº	Æ2µ · µ2¶*ÕxµJµJº>À�Î	Æ�Ö>Ê�¼½Î · Ä§µ^Æ2¼zÃ°µJÂ�¿§º�Ë°ÀT¸}º�Ê>À�Ç,µ/Æ2¿�¸}ÄÆ�Ö	¸�Â�¸}Æ2¶�µJÂ�À

χ ∈ Hom(π1(V
o \ D), Z/2).

pxÖ�µVË½Â�¼½Î�Ç
π1(V

o \D)
Ö�¸½ÀZ¸ ç Î�¼}¶�¿§µ/º°¶ZÕVÖ�¿�Æ�Ö<¿�ÀZ¸uÆJµJº$¶�Â�¸}Ä

Z/2
¾�µJÒ$¶�µJº	À�¿§¼½º<¼½Ñ,¶�Ö�µVÑ�Â�µJµ

Ë½Â�¼½Î�Ç
π1(B

o)
Ï:pxÖ�¿�Àuµ2Ò�¶�µ/º�À�¿Á¼}ºÔÖ�¸½À\¸¹À�µ/Æ'¶�¿§¼½º á�À�¿§º	Æ2µ<¶�Ö�µ<È · Â�¸�¶�¿§¼½º V o → Bo

Ö�¸½À
¸¹À�µ/Æ'¶�¿§¼½º�âb¸}º�Êd¶�Ö�µJÂ�µJÑ�¼½Â�µ<¿¡¶�À�Ç�Ä§¿¡¶�À9¿§º°¶�¼É¸ÐÇ�Â�¼�Ê�Î	Æ'¶

Z/2 × π1(B
o)
ÏØi Æ�Ö�¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ

χÊ�µJÈ�º�¿§º�ËV¸£Ê�¼½Î · Ä§µ�ÆJ¼zÃ°µJÂ�¼½Ñ V o\D
¿�À�¸£Æ�Ö�¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ ÕVÖ�¿ÁÆ�Öu¿ÁÀ�¿§º	Ê�Î	Æ2µ/ÊbÑ�Â�¼ Ì

Z/2×π1(B
o)¸}º�Ê>ÕVÖ�¿�Æ�ÖÐ¿ÁÀV¸}ºÐ¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ¼½º:¶�Ö�µ\Æ2µ/º°¶�Â�¸}ÄªÀ�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç Z/2

¿Áº
Z/2 × π1(B

o)
Ï

o�º ¼}¶�Ö�µJÂÜÕh¼½Â�Ê�À Ù ¶�Ö�µÐÂ�µ/À�¶�Â�¿ÁÆ'¶�¿§¼½ºF¼½Ñ χ
¶�¼Ú¶�Ö�µ¹À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç π1(P

1 \ 4 points)
á�ÑÛ¼½Â

µ2Ã°µJÂ Í È · µJÂ P
1 ¼½Ñ�¶�Ö�µÜÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º V o → Bo

âf¿ÁÀbµ ç Î	¸�Ä?¶�¼:¶�Ö�µàÀ�¶�¸�º	Ê�¸�Â�ÊÚÆ�Ö�¸}Â�¸½Æ2¶�µJÂb¼½Ñ
F3

á�Â�µ/¸}Ä§¿+�Jµ/Ê<¸½À
π1(P

1 \4 points
â�â¥ÕVÖ�¿ÁÆ�ÖQÀ�µJº	Ê�À?¶�Ö�µVÀ�¶�¸}º�Ê�¸}Â�ÊÜË}µ/º�µJÂ�¸�¶�¼½Â�À!¼½Ñ

F3
¿§º$¶�¼

¶�Ö�µbº�¼½º�¾0�/µJÂ�¼ÜµJÄ§µ Ì µ/º°¶f¼½Ñ
Z/2

Ï
Ó»µuÀ�Î ÌàÌ ¸}Â�¿+�Jµb¶�Ö�¿�À£¿§ºØ¶�Ö�µuÊ�¿Á¸}Ë½Â�¸ Ì 5

F3 −→ π1(V
o \ D)

↓ ↓

Z/2 × π1(B
o) → Z2

↑ ↓

Ker(χ) −→ Γ′

pxÖ�µ^Ë½Â�¼½Î�Ç
Ker(χ)

¿ÁÀx¸9À�Î · Ë½Â�¼½Î�Ç>¼}Ñ Z/2× π1(B
o)
¼½Ñ�¿§º	Ê�µJÒ < ¸}º	Ê<¿¡¶£¿ÁÀT¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÆ

¶�¼
π1(B

o)
Ï�pxÖ�¿ÁÀV¿§º�Ê�Î	Æ2µ/À£¸ Ì ¸}Ç Ker(χ) → Γ′

Ï
pxÖ�µuÆ�Ö�¸}Â�¸½Æ2¶�µJÂ

χ
Ê�µJÈ�º�µ/ÀV¸<Ê�¼½Î · ÄÁµ\Æ2¼zÃ°µJÂ W o(χ)

¼½Ñ
V o
ÏTpxÖ�µuÇ�Â�µ/¿ Ì ¸}Ë}µ\¼½Ñ?µ2Ã°µJÂ Í

È · µJÂ P
1 ¼½Ñ V o → Bo

¿ÁÀ×¸}ºÚµJÄ§Ä§¿ÁÇ�¶�¿ÁÆàÆ2Î�Â�Ã½µ�Â�µ/¸}Ä§¿+�JµzÊÚ¸}Àb¸:À�¶�¸}º	Ê�¸}Â�ÊæÊ�¼½Î · Ä§µÜÆ2¼zÃ°µJÂ×¼½Ñ¶�Ö�¿ÁÀ
P

1 ÏbpxÖ�Î	ÀfÕhµ�¼ · ¶�¸}¿§ºÚ¸}ºÚ¼½Ç,µJºÚÀ�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ W o(χ)
ÕV¿¡¶�Öd¸:À�¶�Â�Î�Æ2¶�Î�Â�µ�¼½ÑZ¸}ºæµJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆ

È · Â�¸�¶�¿Á¼}º ¼zÃ°µJÂ Bo
Ï ifÄ§ÄfÈ · µ/Â�ÀQ¸}Â�µÉÀ Ì ¼�¼}¶�ÖªÏ pxÖ�µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Γ̃

¼½Ñ×¶�Ö�¿ÁÀQµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ
È · Â�¸�¶�¿Á¼}º>ÆJ¼½¿§º�ÆJ¿ÁÊ�µzÀZÕV¿¡¶�Ö<¶�Ö�µ^¿ Ì ¸�Ë½µ×¼½Ñ Ker(χ)

¿Áº
Γ′
Ï?o*Ñ

Γ̃
¿�ÀTº�¼}¶Tµ ç Î	¸}Ä	¶�¼\¶�Ö�µVÕVÖ�¼½Ä§µ

¼½Ñ
Γ′

¶�Ö�µJºF¶�Ö�µÚÀ�µ ç Î�µJº	Æ2µ ë � < À�Ç�ÄÁ¿¡¶�ÀJÏ pxÖ�¿ÁÀ:¸}ÄÁÀ�¼ Ì µ/¸}º�ÀQ¶�Ö	¸�¶Q¶�Ö�µÚÆ�Ö	¸�Â�¸}Æ2¶�µJÂ χ
¿�À

¿§º�Ê�Î	Æ2µ/Ê:Ñ�Â�¼ Ì Γ′
Ï

pxÖ�µàÆ�Ö	¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ
χ
Æ2¼ Ì Ç�Ä§µJ¶�µJÄ Í Ê�µJÈ�º�µzÀ^¶�Ö�µàÄ§¼�Æ/¸}Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¸�Â�¼}Î�º	ÊÉ¶�Ö�µÜÇ�¼½¿§º$¶�À

¿§º
MΓ \Bo

Ï?k^¼zÕ Õxµ^ÆJ¼ Ì Ç	¸½Æ'¶�¿ÁÑ Í V o
,½µJµJÇ�¿§º�Ë\¶�Ö�µ×À�¶�Â�Î�Æ2¶�Î�Â�µ^¼½Ñª¸}ºQµ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿�Æ×È · Â�¸�¶�¿§¼½º¼zÃ°µJÂ

MΓ
¸}º�Ê ,½µ/µJÇ�¿Áº�ËQ¶�Ö�µ��/µJÂ�¼:À�µ/Æ2¶�¿§¼½ºªÏ^eª¼�ÆJ¸}Ä§Ä Í Ù ¿§ºÉ¶�Ö�µ�º�µJ¿ÁË}Ö · ¼}Â�Ö�¼�¼�ÊÐ¼½Ñ b ∈ MΓÆ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë:¶�¼ÐÀ�¿Áº�Ë½Î�ÄÁ¸}ÂuÈ · µJÂ�À×¼½Î�ÂbµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ<È · Â�¸�¶�¿§¼½ºÚ¿ÁÀ · ¿§Â�¸�¶�¿Á¼½º�¸}Ä§Ä Í ¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿�Æ¶�¼ ¸éÀ�¶�¸}º�Ê�¸}Â�Ê È · Â�¸�¶�¿Á¼½º ÑÛÂ�¼ Ì ¶�Ö�µæt^¼�Ê�¸}¿ÁÂ�¸åÄ§¿ÁÀ�¶zÏ pxÖ�µÚÆJ¼}Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê�¿Áº�Ë · ¿§Â�¸�¶�¿§¼½º	¸}Ä¿ÁÀ�¼ Ì ¼}Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ¿�À · ¿§Â�µ/Ë}Î�ÄÁ¸}Â>¼½ºF¶�Ö�µæÆ2¼ Ì Ç�ÄÁµ Ì µJº$¶>¶�¼Ô¶�Ö�µæÀ�¿§º�Ë½Î�Ä�¸}Â>È · µJÂ/Ï pxÖ�µ �JµJÂ�¼

À�µ/Æ'¶�¿§¼½ºÐ¿�À£Ç�Â�µzÀ�µJÂ�Ã°µ/ÊØÎ�º	Ê�µ/Âx¶�Ö�¿ÁÀ · ¿§Â�¸�¶�¿Á¼}º	¸}Ä�¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì ÏTkf¼zÕ ÕxµuÆJ¸}º Ì ¼�Ê�¿ÁÑ Í ¼½Î�Â
¿§º�¿§¶�¿Á¸}Ä�È · Â�¸�¶�¿§¼½º�Ã�¿�¸f¶�Ö�¿ÁÀ?È · µJÂ�ÕV¿ÁÀ�µT¶�Â�¸}º�À�Ñ�¼½Â Ì ¸�¶�¿§¼½º<¸�ÄÁ¼½º�Ë×º�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼$¼�Ê�À¥¼½Ñ,À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â
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È · µJÂ�ÀJÏ?pxÖ�µ£Â�µzÀ�Î�Ä§¶�¿§º�Ë9À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ V

¿�ÀZÀ Ì ¼$¼}¶�ÖQ¸}º�ÊÜ¿§¶T¸½Ê Ì ¿§¶�ÀZ¸uÀ�¶�Â�Î�Æ'¶�Î�Â�µ£¼½Ñ�¸uÅ°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}ºµJÄ§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆuÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º:ÕV¿§¶�ÖØ¶�Ö�µuÀ�¸ Ì µ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ë½Â�¼½Î�Ç Γ̃
Ï

k^¼zÕ Æ2¼½º	À�¿ÁÊ�µJÂx¶�Ö�µ\Ê�¿Á¸}Ë½Â�¸ Ì
E SΓ̃

↓ ↓

B → MΓ → P
1

eªµ2¶
Bo = B \ j−1{0, 1,∞}

¸}º�Ê
Mo

Γ = MΓ \ j−1
Γ {0, 1,∞}

á�¶�Ö�µVÇ,¼½¿§º$¶�ÀZÊ�µJÄÁµ2¶�µzÊÜÑ�Â�¼ Ì
MΓ

¸�Â�µ^¶�Ö�µ
A Ù B ¸}º�Ê

I
¾)Ã°µ/Â�¶�¿ÁÆJµ/Àh¼½Ñ�¶�Ö�µ

j
¾)¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�ÄÁ¸�¶�¿§¼½º,â'Ï�pxÖ�µJÂ�µ^¿�Àx¸9º	¸�¶�Î�Â�¸}Ä Ì ¸}Ç

π1(B
o) → π1(M

o
Γ)
¸}º�Ê>¸�Æ2¼ ÌàÌ Î�¶�¸�¶�¿§Ã½µbÊ�¿Á¸}Ë½Â�¸ Ì ¼½Ñ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ö�¼ Ì ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì À 5

π1(B
o) −→ Γ′

↓ ↓

π1(M
o
Γ) −→ Γ

¸}º�ÊÜ¸ Ì ¼}º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í Ö�¼ Ì ¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì π1(M
o
Γ) → Γ′ Ù Æ2¼ Ì Ç	¸�¶�¿ · Ä§µxÕV¿§¶�ÖÜ¶�Ö�µxÇ�Â�¼J'�µzÆ'¶�¿§¼½º

Γ′ → Γ
Ï

W?¿Áº�¸}Ä§Ä Í Ù Õhµ£Õx¸}º$¶�¶�¼\ÆJ¼ Ì Ç	¸}Â�µ£¶�Ö�µVÄ§¿§ÑÛ¶�¿Áº�Ë9¼½Ñ,¶�Ö�µVµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆfÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º SΓ̃

¶�¼
B
¸}º	Ê

E
Ï

=��5H C L �
Γ̃ ' Γ

Ï¹pxÖ�µJº
E
¿ÁÀ:á�È · µJÂ�ÕV¿ÁÀ�µ · ¿§Â�¸�¶�¿§¼½º	¸�ÄÁÄ Í âu¿ÁÀ�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÆ<¶�¼É¼½º�µ<¼½Ñx¶�Ö�µ

j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂàÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µzÀ�Æ2¼½º	À�¶�Â�Î�Æ'¶�µ/Êå¿ÁºFrh¸½À�µ . ¸ · ¼zÃ°µ Ù º	¸ Ì µJÄ Í ¶�¼æ¶�Ö�µØÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µØÆ2¼½Â�Â�µ2¾À�Ç,¼½º	Ê�¿§º�Ë�¶�¼Ü¶�Ö�µ\À�µ/Æ'¶�¿§¼½º

Γ → SL(2, Z)
Ï

=��5H C � � pxÖ�µdË½µJº�µ/Â�¸}ÄbÆJ¸½À�µ°Ï pxÖ�µJº
E
¿ÁÀ»á�È · µJÂ�ÕV¿ÁÀ�µ · ¿§Â�¸�¶�¿§¼½º�¸}ÄÁÄ Í â>¼ · ¶�¸�¿Áº�µ/Ê ¸½À

¸dÆ2¼ Ì Ç,¼°À�¿¡¶�¿§¼½ºF¼½Ñ^¸dÇ�Î�Ä§Ä · ¸½Æ-,å¼½Ñ×¸dÆ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë SΓ̃

¶�¼
B
Ñ�¼}ÄÁÄ§¼zÕhµ/Ê · Í ¸}º µ2Ã°µJºº$Î Ì · µJÂ£¼½Ñ¥¶�ÕV¿ÁÀ�¶�À/Ï

�!©����	���^¯	�£¯ �)¯�
?´)³%
������ � ¯ �
j � � ¯!±h² ��
�®���²Z®�� 
�³"�"�

o�ºH¶�Ö�¿ÁÀÐÀ�µzÆ'¶�¿§¼½º Õhµ»Ê�µ2¶�µ/Â Ì ¿§º�µ j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂÐÀ�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ/ÀØ¼½Ñ9À Ì ¸}Ä§Ä§µ/À�¶ÉÇ,¼°À�À�¿ · ÄÁµ χ(E)¸ Ì ¼½º�Ëd¸}Ä§Ä SΓ̃

ÕV¿¡¶�Ö È�Ò�µ/Ê
Γ
ÏéW	¼½Â<À�¿ Ì Ç�Ä§¿ÁÆ2¿§¶ Í ÕxµÐ¸½À�À�Î Ì µ:¶�Ö�¸�¶ B = P

1 Ï q�¿ Ì ¿§ÄÁ¸}Â
¶�µ/Æ�Ö�º�¿ ç Î�µzÀhÕh¼½ÂK,>Ñ�¼}ÂV¸}º Í · ¸½À�µ MΓ

Ï
Å°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}º»µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆ>È · Â�¸�¶�¿§¼½º	Àu¼zÃ°µJÂ P

1 ¸�Â�¿ÁÀ�µ<¿ÁºÔÑ�¸ Ì ¿§ÄÁ¿§µ/À Ù Ê�µJÈ�º�µ/ÊFá�¿Áº»Ó»µJ¿ÁµJÂ�À�¶�Â�¸½À�ÀÑÛ¼½Â Ì â£¸½ÀVÑ�¼½Ä§Ä§¼zÕfÀ/Ï£Y×µ/º�¼}¶�µ · Í U0 = A
1 ¸QÆ�Ö	¸}Â�¶^¼}Ñ

P
1 ¼ · ¶�¸}¿Áº�µ/Ê · Í Ê�µJÄÁµ2¶�¿Áº�Ë (0 : 1)¸}º�Ê · Í U∞ = A

1 ¶�Ö�µÐÆ�Ö�¸}Â�¶<¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê · Í Ê�µ/Ä§µ2¶�¿§º�Ë (1 : 0)
Ï [^º

U0
ÕhµÐÎ�À�µ:¶�Ö�µ

Æ2¼�¼}Â�Ê�¿§º	¸�¶�µ
t
¸}º	Êé¼½º

U∞

¶�Ö�µÐÆ2¼�¼½Â�Ê�¿§º�¸�¶�µ
s = 1/t

Ï rT¼½º�À�¿�Ê�µJÂ<¸ÚÖ Í Ç,µJÂ�À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µ:¿§º
P

2 × U0
Ë½¿¡Ã°µ/º · Í

zy2 = x3 + p0(t)xz2 + q0(t)z
3

ÕVÖ�µJÂ�µ
p
á�Â�µzÀ�Ç�Ï

q
âV¿ÁÀb¸>Ç,¼½Ä Í º�¼ Ì ¿Á¸}Ä!¼}ÑTÊ�µ/Ë½Â�µJµ 4r

á�Â�µzÀ�Ç�Ï
6r
â�Ïuo�º

U∞

¶�Ö�µ�µ ç Î�¸�¶�¿§¼½º
¿ÁÀ<À�¿ Ì ¿§ÄÁ¸}Â Ù ÕV¿¡¶�Ö p∞(s) = p0(1/s)s4r

¸�º	Ê
q∞(s) = q0(1/s)s6r

ÏéÓ»µØË½µJ¶àµ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿ÁÆ
È · Â�¸�¶�¿Á¼}º	À^¼zÃ°µJÂ U0, U∞

ÕVÖ�¿�Æ�ÖæÕhµÜÆJ¸}ºæË½Ä§Î�µ�¶�¼Ø¸}ºæµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆàÀ�Î�Â�Ñ�¸½ÆJµ
E → B

ÏupxÖ�µ
j
¾

ÑÛÎ�º�Æ2¶�¿§¼½ºÔá�¼½º
U0
âh¿ÁÀVË½¿¡Ã°µJº · Í p0(t)

3/(4p0(t)
3 + 27q0(t)

2)
ÏTpxÖ�µu¼ · ¶�¸}¿§º�µ/ÊÐÈ · Â�¸�¶�¿§¼½ºÆJ¸}º · µ<À�¿§º�Ë½Î�Ä�¸}Âu¿ÁºdÈ · µJÂ�ÀuÆ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�Ê�¿§º�Ë:¶�¼ b ∈ B

ÕVÖ�µJÂ�µ
4p0(t)

3 + 27q0(t)
2 = 0¸}º�ÊÉ¶�Ö�µ<À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â�¿§¶�¿§µzÀ\ÆJ¸}º · µÜÂ�µzÀ�¼½Ä¡Ã°µ/Ê · Í ¸:À�µ ç Î�µJº	Æ2µÜ¼½Ñ · Ä§¼zÕ£¾*Î�Ç	ÀJÏÜpxÖ�µÜ¼½Î�¶�Æ2¼ Ì µ
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¿ÁÀ£¸Øá�Î�º�¿ ç Î�µ�âTÀ Ì ¼�¼}¶�ÖØÂ�µ/ÄÁ¸�¶�¿¡Ã°µ/Ä Í:Ì ¿§º�¿ Ì ¸}Ä¥Å°¸}ÆJ¼ · ¿Á¸}ºØµJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆuÈ · Â�¸�¶�¿§¼½ºªÏ!pxÖ�Î	ÀTÕhµbË½µ2¶¸ÐÑ�¸ Ì ¿§Ä Í

Fr

¼½ÑxÀ�Î�Æ�ÖåµJÄ§ÄÁ¿§Ç�¶�¿ÁÆQÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º	ÀJÏØk^¼}¶�¿ÁÆ2µQ¶�Ö	¸�¶ 12r = χ(E)
ÏÉrT¼½º$Ã½µ/Â�À�µJÄ Í Ù ¸À�¿ Ì Ç�Ä Í Æ2¼½º�º�µ/Æ'¶�µ/Ê Ù Æ2¼ Ì Ç�¸½Æ2¶ Ù Ì ¿Áº�¿ Ì ¸}Ä�Å°¸½Æ2¼ · ¿Á¸}º:µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆbÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º>ÕV¿¡¶�Ö χ(E) = 12r

· µJÄ§¼½º�Ë°À¥¶�¼ Fr

Ï?pxÖ�µhÑ�¸ Ì ¿§Ä Í
Fr

¿�À�Ç	¸}Â�¸ Ì µ2¶�Â�¿ �Jµ/Ê · Í ¶�Ö�µxÆ2¼�µ �<Æ2¿§µ/º°¶�À?¼½Ñ p0, q0
á)À�Î · '�µzÆ'¶¶�¼ÜÆ2µ/Â�¶�¸}¿§ºØÆ2¼½º	À�¶�Â�¸}¿§º�À�â�5?¿§¶x¿ÁÀx¸�À Ì ¼�¼}¶�Ö:¿§Â�Â�µzÊ�Î	Æ2¿ · Ä§µ^Ã}¸}Â�¿§µ2¶ Í Ï!X�Ã°µJÂ Í Å°¸½Æ2¼ · ¿�¸}º>µJÄÁÄ§¿§Ç�¶�¿ÁÆÈ · Â�¸�¶�¿Á¼}º ¿�À · ¿§Â�¸�¶�¿§¼½º�¸}Äf¶�¼é¸ Ì ¿Áº�¿ Ì ¸}Ä^µ/Ä§Ä§¿§Ç�¶�¿�ÆæÈ · Â�¸�¶�¿§¼½º ¸}º	Ê ¶�Ö�µ

j
¾ Ì ¸}Ç Ñ�¼½Â · ¼}¶�ÖÈ · Â�¸�¶�¿Á¼}º	Àx¿ÁÀx¶�Ö�µ\À�¸ Ì µ°Ï[^ºÐ¶�Ö�µ9¼�¶�Ö�µJÂfÖ	¸�º	Ê Ù ¶�Ö�µ\XZÎ�Ä§µJÂ^Æ�Ö�¸}Â�¸½Æ'¶�µJÂ�¿ÁÀ�¶�¿ÁÆ χ(E)

Æ/¸�º · µ9Æ2¼ Ì Ç�Î�¶�µzÊ¹¸½À^¸QÀ�Î Ì¼½Ñ�Æ2¼½º$¶�Â�¿ · Î�¶�¿Á¼}º	À£ÑÛÂ�¼ Ì À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}ÂVÈ · µ/Â�À95

χb χb

I0 I∗0 6

In n I∗n n + 6

II 2 IV∗ 8

III 3 III∗ 9

IV 4 II∗ . 0

sfµ/Â�µ
I0
¿ÁÀà¸ÚÀ Ì ¼�¼}¶�Ö È · µJÂ Ù In

¿ÁÀà¸ Ì Î�Ä§¶�¿§Ç�Ä§¿ÁÆ/¸�¶�¿¡Ã°µ¹È · µJÂÜÕV¿¡¶�Ö n
¾*¿§Â�Â�µ/Ê�Î�ÆJ¿ · ÄÁµÐÆ2¼ Ì ¾Ç,¼½º�µ/º°¶�ÀJÏépxÖ�µ:¶ Í Ç�µ/À II, III

¸}º	Ê
IV

Æ2¼½Â�Â�µ/À�Ç�¼½º�ÊÔ¶�¼Ú¶�Ö�µÐÆJ¸½À�µÐ¼½ÑVÇ�¼}¶�µJº$¶�¿Á¸}Ä§Ä Í Ë½¼$¼�Ê
Â�µ/Ê�Î�Æ'¶�¿§¼½ºªÏVcÉ¼}Â�µ9Ç�Â�µ/ÆJ¿ÁÀ�µJÄ Í Ù ¶�Ö�µ9º�µJ¿§Ë½Ö · ¼½Â�Ö�¼�¼�ÊÐ¼½Ñ�À�Î	Æ�Öæ¸QÈ · µJÂf¿�À^¸Éá)Ê�µ/À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â�¿+�/¸�¾¶�¿§¼½ºÚ¼½ÑZ¸$â ç Î�¼�¶�¿§µJº$¶b¼½ÑZ¸>Ä§¼�ÆJ¸}Ä�È · Â�¸�¶�¿§¼½ºæÕV¿¡¶�ÖdÀ Ì ¼$¼}¶�ÖÚÈ · µJÂ�À · Í ¸}ºÚ¸}Î�¶�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿ÁÀ Ì¼½Ñ!È�º�¿¡¶�µ9¼½Â�Ê�µJÂzÏfpxÖ�µ�ÆJ¼½Â�Â�µ/À�Ç,¼½º	Ê�¿§º�ËQ¼½Â�Ê�µJÂ^¿ÁÀ

4
Ñ�¼½ÂV¶�Ö�µ9Æ/¸½À�µ

III
¸}º	Ê

3
¿Áº¹¶�Ö�µÜÆJ¸½À�µ/À

II, IV
Ï£pxÖ�µ\È · µJÂ�ÀV¼}Ñ?¶ Í Ç,µ I∗0,

á�Â�µ/À�Ç�Ï
I∗n, II∗, III∗, IV∗)

¸}Â�µ\¼ · ¶�¸}¿§º�µ/Ê¹ÑÛÂ�¼ Ì È · µJÂ�À I0á�Â�µzÀ�Ç�Ï
In, IV, III, II) · Í ¶�ÕV¿ÁÀ�¶�¿§º�Ëdá�Æ�Ö�¸}º�Ë}¿Áº�Ë<¶�Ö�µ\Ä§¼�ÆJ¸}Ä�¸�Î�¶�¼ Ì ¼½Â�Ç�Ö�¿�À Ì · Í ¶�Ö�µ\¿§º°Ã°¼}¾Ä§Î�¶�¿§¼½º
x 7→ −x

¿§º:¶�Ö�µbÄ§¼�ÆJ¸}Ä Ë½Â�¼½Î�ÇØÀ�¶�Â�Î	Æ'¶�Î�Â�µb¼½Ñª¶�Ö�µ×È · Â�¸�¶�¿§¼½º�â�Ï?Ó»µuÀ�Ö�¸}ÄÁÄ�ÆJ¸}Ä§Ä ¶�Ö�µ Ì
∗
¾�"  7:3 ;T¿§ºØ¶�Ö�µ\À�µ ç Î�µ/Ä)Ï
89�����724: ������� pxÖ�µÐÄ§¼�ÆJ¸}Ä£¿§º$Ã}¸}Â�¿Á¸}º$¶

χb

Ö�¸½Àà¸ Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¿§º$¶�µ/Â�Ç�Â�µJ¶�¸�¶�¿§¼½º�ÏFiVº Í
µJÄ§µ Ì µJº$¶:¼}Ñ\¸dÄÁ¼�Æ/¸�Ä Ì ¼½º�¼�Ê�Â�¼ Ì\Í ¸�¶ b ∈ Bs

Ö�¸½À>¸ Ì ¿§º�¿ Ì ¸}Ä^Â�µJÇ�Â�µ/À�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º ¸½ÀQ¸
Ç�Â�¼�Ê�Î�Æ'¶Ü¼½ÑVµ/Ä§µ Ì µJº$¶�À<Æ2¼½º3'�Î�Ë½¸�¶�µ/ÊÔ¶�¼ (

1
0

1
1

) ¿§º
SL(2, Z)

ÏåpxÖ�µ>Ä§µ/º�Ë}¶�Ö ¼½Ñ£¶�Ö�¿ÁÀÜÂ�µJÇ�¾
Â�µ/À�µJº$¶�¸�¶�¿§¼½º µ ç Î	¸}ÄÁÀ χb

Ï pxÖ�¿ÁÀàµ2Ò�Ç�ÄÁ¸}¿§º	À�¶�Ö�µØµ ç Î�¸}ÄÁ¿¡¶ Í χb∗ = χb + 6
5:¶�Ö�µÐµJÄ§µ Ì µJº$¶

(

−1
0

0
−1

)

∈ SL2(Z)
¿ÁÀ×¸QÇ�Â�¼�Ê�Î	Æ'¶^¼}Ñ

6
µ/Ä§µ Ì µJº$¶�ÀbÆ2¼½ºJ'�Î�Ë°¸�¶�µ/ÊÐ¶�¼ (

1
0

1
1

) á�µJÄÁµ Ì µJº$¶�¸}Â Í
Y×µJÖ�ºØ¶�ÕV¿ÁÀ�¶�À'â�Ï
1&243�� 3�� � � �03�� ���<��� � .<D

Γ
032�'�0 ; ;�) &(7 4<#�0*4 4<#%7 2 ) &  7:3 $HG 2*7:3:4�.�/ 7�; v0

. 2 4 #%7
0 ;-; $�/:.70*4 7,'

j
M0&($('�) ) 0'3 ,*3-0.!�# . ; ''. 2�. ;�.  ) 7  4 ë Ï $�#%7�2 4 #%7:3-7�7.D'. ;:4<; 0 )D2".F-/)"7Qá )(! 4 $

 . 3-0*4�.0$32B0*)�4�3-032%;�G9$'3�&R0*4�.0$32%;�â j
M &�$('�) ) 0'3 ;.) 3�G�0�/ 79I .<4<#¹á & .&2". & 0*))â

χ(SΓ̃) = 3v0.

��G
v0
. ;�2 $*4 ''. 2�. ;�.  ) 7  4 ë 4<#%7�2 4 #"7 ; 794 $HG j

M &($('�) )/0'3 ;�) 3�G�0�/ 7�;�I .�4<#Ðá & . 2".<& 0*)�â

χ(SΓ̃) = 3(v0 + 2)
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1&24353764�hW?¿ÁÂ�À�¶?¼½Ñ	¸}Ä§Ä�¼ · À�µ/Â�Ã°µZ¶�Ö�¸�¶ v0

¿�À?¸}Ä¡Õx¸ Í À�µ2Ã°µJºªÏ�eªµ2¶ SΓ̃ → MΓ · µx¸ j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â

À�Î�Â�Ñ�¸½Æ2µZÕV¿¡¶�ÖÜË}¿§Ã°µJº
Γ
¸}º	Ê9À�¿§º�Ë½Î�ÄÁ¸}Â?È · µJÂ�À¥µ2Ò�¸½Æ'¶�Ä Í ¼zÃ°µJÂª¶�Ö�µZÃ°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/À�¼½Ñ�¶�Ö�µ j

¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}Â
¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½ºªÏ�pxÖ�µJº

χ(SΓ̃) =
∑

b

χb ≥ 2a2 + 3b2 +
∑

I

χb.

ih¶£¶�Ö�µuÀ�¸ Ì µ×¶�¿ Ì µ
2
∑

I

χb = 2(3a6 + a2)

µ ç Î�¸}ÄÁÀ�¶�Ö�µÐº$Î Ì · µJÂà¼}Ñf¶�Â�¿�¸}º�Ë½Ä§µ/Àà¿Áºé¶�Ö�µ j
¾ Ì ¼�Ê�Î�ÄÁ¸}ÂÜ¶�Â�¿�¸�º�Ë½Î�Ä�¸�¶�¿§¼½º 5:µ2Ã°µ/Â Í ¶�Â�¿Á¸}º�Ë½ÄÁµ

Æ2¼½º°¶�¸}¿§º	ÀÜµ2Ò�¸½Æ'¶�Ä Í ¼½º�µ A
¾)Ã°µ/Â�¶�µ2Ò Ù A2

¾)Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µ/À<¸}Â�µ¹Æ2¼½º$¶�¸}¿§º�µ/Ê ¿§º ¶�Õh¼Ú¶�Â�¿Á¸}º�Ë½Ä§µ/À<¸}º�Ê
A6
¾)Ã°µJÂ�¶�¿ÁÆ2µzÀ£¿§º � ¶�Â�¿�¸�º�Ë½Ä§µ/ÀJÏTpxÖ�µJÂ�µ/ÑÛ¼½Â�µ Ù

χ(SΓ̃) ≥ 3a6 + a2 + 2a2 + 3b2 = 3v0.

pxÖ�µxÊ�¿��,µJÂ�µJº	Æ2µ
χ(SΓ̃)−3v0

¿ÁÀ�µ ç Î	¸}Ä$¶�¼ � ¶�¿ Ì µ/À�¶�Ö�µhº�Î Ì · µJÂ�¼½Ñ ∗ ¾�È · µJÂ�À/Ï¥pªÕV¿ÁÀ�¶�¿§º�Ëu¸}ºµ2Ã°µJºàº$Î Ì · µ/Â!¼½Ñ ∗ ¾*È · µJÂ�À�ÕhµVÆJ¸}º<Ê�¿ Ì ¿§º�¿ÁÀ�Öà¶�Ö�¿ÁÀ�Ê�¿��,µJÂ�µJº	Æ2µ��mµJ¿§¶�Ö�µJÂ!¶�¼ �JµJÂ�¼<á�ÕVÖ�µ/º
v0¿ÁÀhÊ�¿¡Ã�¿ÁÀ�¿ · Ä§µ · ÍQë â�¼}ÂT¶�¼ � á�¼}¶�Ö�µJÂ�ÕV¿ÁÀ�µ�â�Ï!o�ºQ¶�Ö�µ×ÄÁ¸�¶�¶�µJÂxÆ/¸½À�µf¶�Ö�µ ∗ ¾�È · µJÂxÆJ¸}º · µ×Æ�Ö�¼°À�µJºÑÛÂ�µ/µJÄ Í ¼½º Bo Ï
�
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